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HAUPTAUFSÄTZE 


Die „ähnlichen“ Lösungen der Prandtlschen Grenzschicht- 
gleichungen. 
Von Werner Mangler. 


Nach einer Diskussion der Körperformen, an denen „ähnliche“ laminare 
Geschwindigkeitsprofile auftreten können, werden die Lösungen der gewöhn- 
lichen Differentialgleichung, der diese „ähnlichen“ Geschwindigkeitsprofile 
genügen müssen, näher untersucht, insbesondere ihr Abklingen gegen die 
äußere Potentialströmung. Es zeigt sich, daß es außer den schon von 
Hartree [3] berechneten noch weitere „ähnliche“ Lösungen der Grenz- 
schichtgleichungen gibt. 


I. Einleitung. 


Die Vorgänge in der jedem festen Körper anliegenden Reibungsschicht werden bei 
großen Reynoldsschen Zahlen, solange keine Turbulenz auftritt, durch die Prandtlschen 
Grenzschichtgleichungen [1]') beschrieben. Falkner und Skan [2] haben diese Gleichungen 
für den Fall untersucht, daß die Geschwindigkeit längs des Körpers außerhalb der Reibungs- 
schicht einer Potenz der Bogenlänge längs der Wand proportional ist. Dann reduziert sich 
das Problem auf die Behandlung einer gewöhnlichen Differentialgleichung, deren Lösungen 
in den physikalisch interessanten Fällen von Hartree [3] z. T. mit Hilfe eines Bush-Apparates, 
z. T. numerisch gefunden und angegeben worden sind, nachdem einige Spezialfälle schon 
vorher (Blasius [4], Hiemenz [5], Pohlhausen [6]) bekannt waren. Goldstein [7] hat dann, 
wenn auch nicht ganz vollständig, die Bedingungen untersucht, unter denen derartige „ähn- 
liche“ Lösungen der Grenzschichtgleichungen auftreten können, ohne sie geometrisch zu 
interpretieren. ’ 

Im folgenden wird zunächst die letzte Frage vollständig behandelt. Dann wird die ge- 
wöhnliche Differentialgleichung, auf die sich die Grenzschichtgleichungen’in diesem Fall zu- 
rückführen lassen, näher untersucht, wobei vor allem auf das asymptotische Verhalten der 
Lösungen (d. h. die Art des Überganges zür äußeren reibungsfreien Strömung) eingegangen 
wird. Es zeigt sich, daß es außer den bereits von Hartree [3] berechneten noch weitere 
„ähnliche“ Lösungen der Grenzschichtgleichungen gibt, die bei beschleunigter äußerer Strömung 
(z. B. an der Wand eines konvergenten Kanals von geeignetem Querschnittsverlauf) auftreten 
können. 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Scehrifttumverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
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II. Die zu „ähnlichen“ Lösungen gehörigen Geschwindigkeitsverteilungen. 


Bezeichnen u, v die Komponenten der Geschwindigkeit in x- bzw. y-Richtung (d. h, 
parallel bzw. senkrecht zur Wand), U(x) die Geschwindigkeit parallel zur Wand außerhalb 
der Reibungsschicht (sämtliche Geschwindigkeiten seien mit der konstanten Geschwindig- 
keit U., alle Längen mit der Länge L dimensionslos gemacht), so lauten die Prandtlschen 
Grenzschichtgleichungen 





1 du 
ueteg= Utredp d), 
du dv 
nur hie‘ areinne Hab air nr 





(Re= Er% bedeutet die Reynoldssche Zahl). Als Randbedingungen hat man .die Haft- 


bedingung an der Wand: 
ME SE. a. 6 sen: vor eins <a 


und die Anschlußbedingung an die äußere Strömung, die man für große Re so formulieren kann: 
a 4 ee | 


Zur eindeutigen Charakterisierung der Lösungen braucht man noch eine zusätzliche Forderung, 
z. B. eine Anfangsbedingung für =0. Im folgenden sollen die sog. „ähnlichen“ Lösungen 
gesucht werden, d. h. die Geschwindigkeitsverteilungen, die die Eigenschaft haben, daß sich 
die Geschwindigkeitsverteilungen u (x, y) an zwei verschiedenen Stellen nur durch einen Ma&- 
stabsfaktor in « und y unterscheiden: 


uc+Adzx, k- Y) __wulz.y) 


EIG = Te - kind. Di A, Ag, ee 
Geht man also zu neuen Koordinaten 
a8 _YV- Re b 
tf=2, y1= 72) Bir Buche np'r 57, Mi 


über, wobei g(x) eine noch zu bestimmende Funktion ist, so soll 
u(z,y)=u*(&,n) 


nur noch von n, aber nicht mehr von & abhängen. Aus (6) folgt 


ee 
dx 9 g an’ YVRe dy gd8n' 
Wenn noch | 
“aus. =ur und t=|tdn a a a 
ö 


gesetzt wird ({ hängt mit der dimensionslosen Stromfunktion zusammen: {=y:yRe/gUÜ), 
so gehen Gl. (1) und (2) über in die Beziehung: 


+ uelg+Hl)ra-mue-RE-r U... @ 

Die Randbedingungen lauten jetzt: | 
| Für y=0 it t=t0=0, 

fürn=o it (=l 


Es gibt nur dann von £ unabhängige Lösungen von (8) (a h. = =0), wenn die links 
vorkommenden Koeffizienten 
PREIEI Ee \  rt r 
und - 
re rt ee ee 


nicht mehr von <= £ abhängen, sondern konstant sind. Denn zunächst folgt für n=0 aus (8) 
wegen (9) die Beziehung {,’ = ß, weshalb $ konstant sein muß. Dann ergibt sich aber aus (8) 
dasselbe für a, da die rechte Seite von (8) verschwindet. 

Aus den beiden Differentialgleichungen (10) und (11) für die Funktionen U (x) und 9 (x) 
folgt zunächst i 





9. 
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I un T DI d T n? 
h 2a-$=FU + US. 
Alb und 2 
ig: a—P=Ugg), 
ıen h u on ar. U’ , 
woraus sich durch Multiplikation mit Tg "T ergibt: 
D’ f 
N). aA yhH, dh U tmRg (K>O. 2.2... 
(2) Ist 2a—ß=#+0, so folgt aus (12) 
DSB ZER ir: er. 
ft. Wegen (13) ist 
U?«—P Pa U? z U?«e—2B — uUß & K: g?? zn K’(U gg’), 
(8) also wegen (14) e 
U=KtP.Ba-Bae-aIP°-?...: 2.2222.) 
(4) Wegen (14) muß <—x,=0 sein, je nachdem 2a=ß ist. Dann folgt wegen (6) und (14) 
z e (x — x,) U (&) n 
— en ‚yRey* 7er RER BE Er a _ ° 
e wobei e= +1 für 2a=Pß gilt. Ist 2a=/, so folgt aus (12) 
aB- 
Ug= 4? = konst. >0, 
weiter aus (11) 
w I? ß & .x 
£ h nn > 2 - 
und aus (6): Re 
—YVRe ,T 
6) ein — U... 2000er 
Da ein gemeinsamer positiver Faktor von a und 8 wegen (10), (11) und (6) nur eine Maßstabs- 
änderung von g und von n bedeutet, auf die es nicht ankommt, darf a= + 1 gesetzt werden, 
solange a=F0 ist. Ist a=(0, darf man f= +1 setzen. 
Im ersten Fall (@a= + 1) setzt man 
BR. nn 
m... Sc Bla=i,m A ri ar Be 
und erhält die Gesehwindigkeitsverteilung 
14m. 0, “ 
(R) U=K wu ee 
T), Solche Verteilungen treten tatsächlich bei der Umströmung fester Körper auf. Das (geeignet 
dimensionslos gemachte) komplexe Potential einer Parallelströmung lautet bekanntlich 9={L 
und das Potential einer Dipolströmung (Bild 3 und 4, Mitte) #=—{"'. Wendet man hierauf 
8). die konforme Abbildung (n > 0) 
@-2)=" bw (-2)=(-£)" 
an, die man in Polarkoordinaten 2— xz,=reir, {=peiY so schreiben kann: 
(9). r=o",o=ny bzw r=o0",opo—n=n(y—n), 
so gehen die Halbgeraden y=0 und y=nr über in die Halbgeraden 9=0 und y=nn 
ka (Bild 1 und 3) bzw. 9=n(1—n) und g=n (Bild 2 und 4). Man erhält dabei aus der Parallel- 
strömung eine Strömung, deren Geschwindigkeit proportional 
in in 
9 _ @—x)" bzw. m 2) po 
1) ist, und aus der Dipolströmung eine Strömung, deren Geschwindigkeit proportional 
© 1 I+n f I+n 
(8) Z- nr 1% = en - an 2 
- (2 — %,) bzw. = (x, — 2) 
(x) I+n 


ä 1l—n as 
ist. Setzt man MEET bzw. m= — Pr erhält man für reelle 2=x Geschwindig- 


17* 
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(1,8) -(F+)r 








X — 


To 
-Feß<-2,;0--1 -— 


-2<ß<toe; X--1 


("+ £)x 











(1-8) 





EHTTTTTT, TILIITLIIITT 





en u 
-a<ß30,@-1 0<ß<ta,&=-7 
’ <ß<-4,0-.7 ARE] 
Bild 1. a=1, -—a<fß<2. Bild 2. «= — 1, —2<3<ß$. 


Bild 3. e=— 1, - oo <ß<—2. 
Bild 1 bis 4. Körper mit der Geschwindigkeitsverteilung 
3 


U-[@e-2@— °P. (£-)x 


Zahlentafel ıi. 




















Fall (Bild) 1 | 2 | 3 | 4 DORIITE. 49 
| | BE 2<B<4,0-1 
| | . | 
in Ii—n I i1+n 1+n 

m= | —— | a EEE 

RE ? ; 
B ; 
=. .>-1= 1=.— = ... 
>17? 570 5 <-1 

o +1 ER u +1 

Ba rl 8 | <o0 

B= Ieu-m<2| -su—n | 214m |2U+m)>2 
| >—2 | <—2| 








9)» | (erde Ira | > 


| 
heschl.6 >0| Bei: >| 
verz. B<0| \verz. B<0| 


4<ß<ta,a-l 


Strömung |} verzögert | beschleunigt 


| Bild 4. a=1, 2<ß<». 
EHER der Form (20). Dabei ist a= +1 zu setzen, je nachdem fz2 =n(xe—x,)=0 
bzw. —— = -n(@-2)=0 ist. Man erhält so die vier Fälle Zahlentafel 1. 


i za 
Unter den Strömungen von Bild 1 (Fall 1) ist die Potentialströmung gegen einen Keil 
vom Kantenwinkel ör (0sS/ß=2) bei stoßfreiem Eintritt enthalten (Bild 1, Mitte). Die Um- 


strömung einer Kante vom Winkel x +5) (Bild 1 oben (-2< #=0)) wird aus physika- 


lischen Gründen (Ablösung an der Kante) praktisch nicht vorkommen. Man kann aber noch 
eine der Stromlinien (Bild 1 unten) zur festen Wand machen und die Strömung an der einen 
Wand des so entstehenden divergenten Kanals (Diffusor) betrachten, solange dort noch eine 
Grenzschicht besteht. Ähnlich kann man auch die Fälle -—o< As —2 als Diffusorströmung 
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deuten, wobei die weiteren Blätter der zuhörigen Riemannschen Fläche heranzuziehen sind, 


ß 


um den Winkel yaalı - 5) auf den verlangten Wert vergrößern zu können. 


a uf den Strömungen von Bild 2 (Fall 2) ist der Abfluß von einem Keil vom Winkel 
—B)an (-2<Sß<0; Bild 2 Mitte) enthalten, eine Strömung, die z. B. in der Nähe der Hinter- 
En Am Tragflügelprofils auftreten kann. Allerdings wird man dort kaum eine laminare 
Grenzschicht erwarten dürfen. Man kann wieder eine weitere Stromlinie von Bild 2 oben zur 
Wand machen und erhält so die Strömung an der einen Wand eines divergenten (—2< <0) 
oder konvergenten (0< #< ) Kanals, wobei evtl. die weiteren Blätter der Riemannschen 
Fläche heranzuziehen sind. 

Im Fall 3 und 4 (Bild 3 und 4) wird man stets noch eine weitere Stromlinie zur Wand 
machen. Man erhält dann die Strömung an der geraden Wand eines von dieser und einer 
gekrümmten Wand begrenzten divergenten (Bild 3) oder konvergenten (Bild 4) Kanals, soweit 
man in diesen Fällen noch von einer laminaren Grenzschicht. sprechen kann. 





Bild 5 und 6. Körper mit der Geschwindig- 

















Fa r oT 

JE. ACHLLEEECELLLELECEE, z keitsverteilung I [—- Pix - &)] 

"0 Ar s— 1. 

Bild 5. a0, = —1. Bild 6. «@=0, ?=1. 
&-1,8=2 &--1;, B--2 
Bild 7 und 8. Körper mit der 
Geschwindigkeitsverteilung 
Urefx, 
U- U 
I GILLLLLLLLLLLLLLLLKLLCLLA LAG VLLLLLLLLLLLLLHLAALAAGLA. Puen ww 
Bild 7. 0a=1,ß=2. Billd8. a =—1,9=— 


Für a=0 erhält man die Strömung in dem in Bild 5 bzw. Bild 6 dargestellten diver- 
genten (#?=—1) bzw. konvergenten (?=-+1) Kanal mit der Geschwindigkeitsverteilung 


U=K-PI- Be — 2)". 


Für a=1, $=2 bzw. a=—1, f=—2 endlich ergeben sich die Strömungsbilder 7 bzw. 8 
einer Strömung zwischen parallelen Wänden, ein praktisch wohl niemals auftretender Fall 
einer beschleunigten bzw. verzögerten Strömung (17), Man kann Bild 7 als Grenzfall von 
Bild 1 und 4 und Bild 8 als Grenzfall von Bild 2 und 3 auffassen, wenn man noch eine 
weitere Stromlinie zur Wand macht und die so entstehende Kanalströmung betrachtet. 

Damit dürfte die Frage nach der Gestalt der Geschwindigkeitsverteilungen, bei denen 
„ähnliche“ Lösungen der Grenzschichtgleichungen u. U. möglich sind, vollständig erledigt sein. 
Bei Goldstein [7] ist diese Frage auch schon, aber nicht vollständig behandelt; vor allem 
wird nicht auf die Möglichkeit eingegangen, solche Strömungen physikalisch zu realisieren, 

Ob und unter welchen Bedingungen in den vier eben diskutierten Fällen „Grenzschicht“- 
Lösungen existieren, muß noch besonders untersucht werden. Man kann z. B. leicht einsehen, 
daß für a=0, $=—1 keine Lösungen der gewöhnlichen Differentialgleichung (8) existieren, 
‘die die Randbedingungen (9) erfüllen. Man erhält für «=0 nämlich für {’ die folgende 
Differentialgleichung 2. Ordnung: 


re’) (=D. 


Ihre Lösungen lassen sich in der Fo orm schreiben (a, b = Integrationskonstanten) 


Br (77 Be no 





Vers? ey. (+9) 


Aus den Randbedingungen folgt a=b=0. Das ergibt aber für #.=- 1 keine reelle Lösung, 
während man für $=1 die bereits von Pohlhausen [6] angegebene Lösung erhält. 
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Man kann also a= + 1 setzen, so daß wegen (8) die Differentialgleichung 


reale N... :,. 2% ME. 


mit den Randbedingungen (9) zu behandeln ist. Für das Folgende wichtig ist der Begriff der 
Verdrängungsdicke ö* (bezogen auf L): 


Us YRe= ((U-wWälyyRe). 
0 


In den neuen Koordinaten erhält man dafür den Ausdruck 


ao 


a) VRe_ \a-Han= ET | 
g(x) F >» 


4* ist also ein Maß für die Dicke der Grenzschicht. Da diese immer eine endliche 
Größe ist, wenn man überhaupt von Grenzschichten sprechen will, wird man von den Lösungen 
von (21) noch zusätzlich verlangen, daß 4* endlich sein soll: 


Eee ae 0 FE 
Schließlich sollen als „Grenzschicht“-Lösungen von (21) nur solche zugelassen werden, bei 
denen stets u< U ist, d. h. für die 
RE 
gilt. 
III. Das asymptotische Verhalten der Lösungen. 


Die Differentialgleichung (21) mit den Randbedingungen (9) ist für a=1 von Hartree [3] 
bereits behandelt worden; ihre Lösungen sind für verschiedene Werte von £ zwischen — 02 
und 2,4 tabuliert. Dabei stellte es sich heraus, daß die Lösungen durch (9) nicht eindeutig 
bestimmt werden konnten. Das liegt daran, daß die Gleichung (21) für „= wesentlich 
singulär wird. Um dies klarzustellen, soll zunächst das asymptotische Verhalten der Lösungen 
näher untersucht werden. 


Geht man zu neuen Koordinaten über 
2e=n— 4*; Bein drin rc ie oe Si err 
wobei 4* durch (22) definiert ist: 


=ju-Nidn=|wds..... 222020. 
0 nr 


so wird [==2+4* — (wis, und die Gl. (21) geht über in 


4° 
n"+azw' —2Bw=—an:|wdz— Bmw? N Te Wa an: or 
T 


Die Randbedingungen lauten jetzt 
we, Et ee te (A 


Für große z ist w klein gegen 2 und | wdz klein gegen z, so daß die Glieder der rechten 
2 


Seite asymptotisch klein werden gegen die der linken Seite. Das asymptotische Verhalten. 


der Lösungen des Randwertproblems (27), (28) wird also beschrieben durch das asymptotische 
Verhalten derjenigen Lösungen der Differentialgleichung 


AM =p"tazp —2Bp=0.....:.:::..M) 


die für 2> gegen Null gehen. Diese Gleichung ist öfters behandelt (vgl. Kamke [B], 
Whittaker [9]). Das Integral 


ar 
3 d k 
Pır (2) -y . Ti. e vi ne; B+II, Pıaı (0) =| » Ps (®) =0: .. (30) 


v 
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stellt für a=1, > -5, 20 eine Lösung der Gl. (29) dar. Es gilt auch 


” 2 
z|-2,,_ ey | r41 
9 )=V = \. . (1-5) da,, 9 0=-va—ft) u 
2 R '% 
Da 9,,, >0 ist für alle endlichen 2, erhält man eine zweite unabhängige Lösung durch 
z 
p 22 


9 = Pl) \ 


0 


e . ven 
(542, = Well... „ . ... a 
Für große 2 verhalten sich ,,, und p,,, wie 


22 
u; 














r (+2) (2+2B) Ä 
Pre li— 9 +]; (32) 
a lı+ Sat Be + 


wie man sich aus den Lösungen (30), (31) ableiten kann. Man kann auch direkt einsehen, 
daß (32) für a=+1 und alle / gilt, wenn man mit dem Ansatz p=2”".e-4”” S’A,2”” in 
die Differentialgleichung (29) hineingeht. Falls $=0 ist, wird also das asymptotische Ver- 


halten von w durch ,,, beschrieben. Ist #< 0, geht auch »,,, gegen 0 für große 2. Durch 
die Zusatzforderung (23), daß 4* endlich sein soll, werden die Lösungen ,, auch für den 


Bereich — . < ß< 0 ausgeschlossen, so daß ,,, ganz allgemein das asymptotische Verhalten 
von w(2) beschreibt. Als Randbedingung für w(z) ergibt sich daher: Es soll 

.. w(2) 

0< lim — 

, > 9,,1(2) 


beschränkt bleiben. Diese Bedingung ist sinnvoller und leichter zu behandeln als die statt 
dessen von Hartree [3] gestellten, (mit (33) wohl gleichwertigen) Forderungen, daß w für 
z>o von positiven Werten her so gegen Null gehen soll, daß — w’ (— 4*) gleichzeitig mög- 
lichst groß wird. 


A 


u 


Daher verhält sich w (2) für a=1, 8 >— asymptotisch wie ° 


C) 
2? .e PR. - 
u N j . ? d .: 
„Weaärrt also mw’ (z) » .,. w DU - (34). 
z 


Für a=1, ß< 5 gehen beide Lösungen (32) für große z gegen Null. Die Zusatz- 


forderung (23) ist ebenfalls .erfüllbar, dagegen nicht die Bedingung (24). Für $=—1 ist das 
auf Grund einer Rechnung von Mills [10] einzusehen, der die Differentialgleichung (21) in 
diesem Fall auf die Riccatische zurückgeführt und gelöst hat. Außerdem kann man sich 
überlegen (vgl. [8]), daß die Gl. (29) für (—2/)>1 nur Lösungen .mjt Nullstellen im Bereich 
0<2< oo hat, deren Zahl mit wachsendem (— 2) zunimmt. Verbessert man diese Lösungen 
mit Hilfe des im Abschnitt IV dargestellten Iterationsverfahrens zu Lösungen von (27), so 
wird man wahrscheinlich nur Lösungen ®w (z) mit Nullstellen für z>0 erhalten, die der Be- 
dingung (24) widersprechen. Man wird also „Grenzschicht-Lösungen“ für a=1 nur im Bereich 


z>< < © erwarten können. 


Der zweite Fall a=—1 läßt sich leicht mit Hilfe der folgenden Bemerkung erledigen: 
Ist 9 eine Lösung der Differentialgleichung 


" ’ 1 ö 
1», (P)=P +2» -2(#-5)9=0 a . “ ’ . . . (35), 
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2? 
so genügt die Funktion y=9:e? der Differentialgleichung 
K’W=y"—sWV -2By=0.......2.200.0. 8), 
wie man leicht durch Einsetzen nachrechnet. Daher stellt das Integral 
2 -3 da, 
9,.-ı(2) = = e ; er 23; 9,10) =1, 9, ()=0 
") Vi) r 
d ı ; (37 ) 
1 
’ 0 / > T (#+ 5) 0 
9,-,)=—-y2-- TD < 


für 8 >0, 20 eine Lösung von (36) dar. Eine zweite davon linear unabhängige erhält man 
nach bekannten Sätzen durch 


> 


f 2? 
2 
e * — ’ f PEN 
ie zn "hal 9.,,)=0, 9,-,)=1. . . . (88). 
0 


Für große 2 verhalten sich p,,_, und @,_, wie 





2#2$+1) 
an le +, 
® 1-29@-2p) ir aber 1 
Er ae Ig: +4 


was wiederum für alle £ gilt. 
Für $=0 gibt es also überhaupt keine Lösungen von (35), die die Randbedingung p &)=0 
erfüllen. Für # >0 genügt zwar ,,_, dieser Bedingung, aber die zusätzliche Forderung (23) 


einer endlichen Verdrängungsdicke 4* kann man nur erfüllen, falls $ >> ist. In diesen 


Fällen wird also das asymptotische Verhalten von w durch @,,_, beschrieben. Als Rand- 
bedingung für w(z) ergibt sich daher entsprechend wie oben (33): 


w (2) 








0 li ar ee ar ehe Bere 
“ 9.) 140) 
Dann verhält sich w (2) für a=—1, B>z asymptotisch wie 
e 1-23 
Au 2? ... P RE, -3B- ... ro” Re ... 
w(2)z2’”+---, w’(2) 2ß2 Ih ..., \wa: —iFsB+ 1 (41). 


2 


Das Verhalten ist also grundsätzlich anders als bei {34); während dort die Funktion w stärker 
verschwindet als ihre Ableitung, ist es hier gerade umgekehrt. Vielleicht wäre es sinnvoll, 
nur Lösungen als „Grenzschichtlösungen“ zuzulassen, deren asymptotisches Verhalten durch 
(34) gegeben ist. 

Um die Richtigkeit von (34) bzw. (41) zu zeigen, muß man nachweisen, daß die Ver- 
nachlässigungen, die von (27) zu (29) führten, für große 2 zu Recht bestehen. Man kann ver- 
suchen, die Gl. (27) durch Iteration zu lösen, indem man die rechte Seite 


oo 


ha)=—am:\wdz— Bm’. ES ETF TEE RED nr re 
. z 
als bekannt ansieht, und die inhomogene Gleichung 


RER RENTEN Re 


löst. Ihre Lösung lautet bekanntlich mit zwei Integrationskonstanten cı« und c3« 


.ıE i .e ] 
ES 2 pyahadz UEET US 2 Qıahadz a (44). 
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p(2)=Yıa(2)- 
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Aus (33), (40) ergibt sich dann 
2a | ‚* [ a?” 
36), un gia|@e+})e ?: pıahadz - au \e 2 2a nude 
0 v 
2 2 (45). 
Te "qichde— 0" Eschede < M 
4 2 
37) Nun verhält sich nach (42) und & bzw. (41) h« asymptotisch wie 
nl 2ßB+1 
a et 
also 
E r 22 
e—:? . —2z? 
ıan e” "oııhzrır FrEs} \e! gun az San 
2 
38) > 2 = 2 
u — e 2 y 
e?gpzıhrtır zur e‘ ® puıhıda m ars 
z 
bzw. ö .. (46), 
2? 2° \ MR _ 
e 2? p1,—ıh-ıre a6? e ? p1,-ıh-ıdz re 2.9-68—1 
39), : 
2? c 
e ?29,-ıh_ı=-2-1-°7, \e a a Pape 
23) und x 2 
[ 22 = [ 2 
un 92, +1 + ey p2 -i\| -57 
ERTe., 2 ie ran PEN m 9-2B—2 
.. e yuıhıda m bzw. ie o1,-ıh-ıdz »2 
2 2 
so daß die Bedingung (45) dann und nur dann erfüllt ist, wenn 
10). x 
) % 
ie 2? gıah.dz=0 a tr u u (47) 
{) 
ist. Damit wird 
1). .* .* 
w(2)=Yıa(2) |cıa—)e ?Yaahad2|— Pral2))e "Yıahadz . . . . . (48). 
0) 2 
ker Wegen (46) ergibt sich für große 2 
oll, © 
ch „2 
w(2)=Y1al2)|cıa— )e ?paahadel+--- . . 2 2 22202. (MN). 
Ä {) 
er- 
er: Beginnt man also wie oben ein Iterationsverfahren mit ha=0, so wird durch die weiteren 
22 
Iterationsschritte in (34) bzw. (41) der Koeffizient von e ?-2-1-2? bzw. 2-?2P verbessert; 
2) | die weiter dazu kommenden Glieder sind von kleinerer Größenordnung, was zu zeigen war. 
IV. Bemerkungen über ein Iterationsverfahren. 
Das eben angedeutete Iterationsverfahren läßt sich zu einem Verfahren ausbauen, mit 
3) dessen Hilfe man das ganze Geschwindigkeitsprofil iterativ gewinnen kann. Aus (48) folgt 
i zunächst 
R wi 
w' (2) = Y1a (2) [> \ e RG? BERG \ e 2 pıahadz De (50) 
4). ei v a. 





und aus (27) durch Integration von z bis © unter Benutzung von (50) und (48), da 28 >-—a, 
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oo =“ 
—1 p1 at a29Y1a .«£ 
RER Mar AN FE: 5 übe ee 3 2 
[mar ans a+2ß Cia e 2 2a ha dz 
2 . (N 





(51). 


2? 
ehe. Tue ds 
z 





Man kann sich also zu jeder Näherung h. aus (48), (50), (51) durch (42) eine neue Näherung 
für ha und damit für w besorgen. Die Konstante cı« wäre aus der Bedingung w (— 4*)=1 
zu berechnen, wobei 4* durch (26) definiert ist. Diese Bedingung ist nicht erfüllbar, wenn 
man als Ausgangsnäherung ha=0 wählt. Numerische Rechnungen lassen vermuten, daß ein 
so durchgeführtes Iterationsverfahren schlecht oder überhaupt nicht konvergiert, auch wenn 
man eine bessere Ausgangsnäherung h. findet. 

Dagegen führt die Iteration sehr schnell zum Ziel (ein strenger Konvergenzbeweis 
konnte allerdings bisher nicht erbracht werden), wenn man die Rechnung in zwei Teilaufgaben 
zerlegt. Man berechnet zunächst die „äußere“ Lösung für OsSz=% (Wandabstand größer 
als Verdrängungsdicke) mit den’ ee 


w (0)= W, w)=0 ... . a (52) 
mit willkürlichkem W>0 und dann die „innere“ Lösung für _4<e<0 mit den Rand- 


bedingungen 
w(— 4) =1, w (0) = a . (53). 
Nachträglich wird dann W so bestimmt, daß die nn w’ (0) bei beiden Autpieen den- 
selben Wert bekommt. \ 
Die Iteration der „äußeren“ Aufgabe kann man mit h«=0 beginnend in der angegebenen 
Weise durchführen. Bei den durchgerechneten Beispielen genügten im allgemeinen zwei bis 
drei Iterationen, um die w-Werte bis auf einen Fehler von 1°/, zu bestimmen. Zum An- 


schluß der „äußeren“ an die „innere“ Lösung braucht man — W’= — w’ (0) und 4a=|mde. 


Beides sind für 0O<S W<1 monoton wachsende Funktionen von W. 
Die „innere“ Aufgabe iteriert man besser in anderer Form, wobei man zunächst durch 
die Transformation 


=, es 2 5 9 
die Differentialgleichung in die Gestalt 
z 
"= 4 na n)— an (Ii+3—- I|wdz)=4"R...... 0) 
1 
mit den Randbedingungen 


„(-1)=1, ea 
überführt. 4* ergibt sich jetzt aus der Bedingung 4*= 45; + At, also 
0 
\"-2=1 4 (57). 
Für R führt man eine ern ein, z.B. ein Polynom 2. Grades, dessen Koef- 
fizienten so‘-bestimmt werden, daß für z2=—1 die sog. „Grenzschichtbindungen“: 
= 4”.B, BR; 2 u . (58) 
und für 2=0 die sich ebenfalls aus der Differentialgleichung (55) dadäite EN 
w"=4"BWR—-W-aW'A4]........69 


erfüllt sind. Dann bestimmt man aus (55) durch einfache Integration unter Berücksichtigung 
2 


von (56) nacheinander w’, w und |mdz und endlich aus (57) durch Auflösen einer kubischen 


f) 
Gleichung den zugehörigen Wert von 4*. Diese Werte werden dann durch Einsetzen in die 
rechte Seite von (55) und nochmalige Integration verbessert. In den meisten Fällen war die 
benutzte 1. Näherung so gut, daß die Lösung kaum noch verbessert zu werden brauchte. Die 
Funktion — W'=— w’(0) nimmt jetzt mit wachsendem W monoton ab, so daß es einen 
Wert von W gibt, für den sich beide Lösungen mit stetiger Tangente aneinander anschließen. 
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17 ' Auf die angegebene Weise wurden 
2 | zunächst einige derschon von Hartree[3] 

“ ” WR berechneten Profile nachgerechnet, wo- 
06 dr | bei sich das Verfahren als brauchbar 
7 72 | und 15 | herausstellte. Dann wurde als Beispiel 
fl er Yra Tre vr: SgheTt % 1] für die Lösungen mit a=—1 das in 
u ; lad Bild 9 dargestellte Profil für $=1,5 
| | | | berechnet, das zu der beschleunigten 

oa mu Em Hu a ua Strömung Un (2, — x)" gehört. In 
QUER 7 Bild 9 sind zum Vergleich das Stau- 
Bild 9. Vergleich einiger laminarer Geschwindigkeitsprofile. punktsprofil (a= ß = 1) und das Profil 


(a=1, #=1,5) eingezeichnet, das zur Geschwindigkeitsverteilung U (= —x,)’ gehört und 
die gleiche Krümmung an der Wand hat wie das neu berechnete. Man erkennt das durch 
(34) bzw. (41) gegebene verschiedene asymptotische Verhalten der Lösungen. 

Die durchgeführten numerischen Rechnungen deuten darauf hin, daß die Konvergenz des 
Iterationsverfahrens ebenso wie bei der „äußeren“ Aufgabe recht gut zu sein scheint, wenn 
sie bisher auch noch nicht streng bewiesen werden konnte. 

Damit ist gezeigt, daß in drei von den vier in Abschnitt III unterschiedenen Fällen 
tatsächlich „Grenzschicht“-Lösungen existieren. Nur in Fall 3 (Bild 3) gibt es keine Lösungen. 


In Fall 4 gibt es für alle /, in Fall 2 nur für 8 >5 Lösungen bei beschleunigter Strömung. 
In Fall 1 endlich gibt es keine „Grenzschicht“-Lösungen für # < det Für $=0 hat man 


" - 1 h 
Lösungen bei beschleunigter äußerer Strömung, für u ß<0 bei verzögerter Strömung, 


wobei ihre Existenz allerdings vorläufig nur für B-Werte zwischen — 0,198 (Profil mit Wand- 
schubspannung Null) und 0 gesichert ist. 


V. Zusammenfassung. 
Es wird gezeigt, daß sog. „ähnliche“ Lösungen der Prandtlschen Grenzschicht- 
gleichungen nur dann auftreten können, wenn die Verteilung der äußeren Geschwindig- 


keit U>(ex)” einer Potenz m = er der Bogenlänge ex längs der Wand (ex > 0) bzw. e* 


proportional ist. Dabei ist e= + 1, je nachdem 2a — $=0 ist. Die Körperformen, an denen 
solche Verteilungen auftreten können, werden beschrieben (Keil mit stoßfreiem Eintritt, um- 
strömter Keil, Kanalströmung mit einer geraden und einer geeignet gekrümmten Wand). 
Weiter wird das asymptotische Verhalten der ähnlichen Geschwindigkeitsprofile für 
a= + 1 untersucht (Gl. (34) und (41)), wobei sich ergibt, daß man die physikalisch sinnvollen 
Lösungen (für die stets 2%+«a>0 ist) unter den die Randbedingungen erfüllenden mög- 
lichen durch die Bedingung aussondern kann, daß die Verdrängungsdicke endlich sein soll. 


Für a=1, ß< 5 braucht man noch die zusätzliche Forderung, daß die Geschwindigkeit 


in der Grenzschicht kleiner als die Geschwindigkeit außen sein soll. 
Schließlich wird außer den bereits von Hartree [3] berechneten Geschwindigkeits- 


profilen (a =1, — r <P< x) eine weitere Klasse von „ähnlichen“ Lösungen der Grenzschicht- 


gleichungen (a =—1l, 5 <B< x) angegeben, für die ein Beispiel (# = 1,5, Bild 9) berechnet ist. 
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Die Stabilität von Kreisringplatten. 
Von Fr. A. Willers in Dresden. 


Es wird die Gleichung für das Ausbeulen einer am Außenrand gedrückten 
Kreisringplatte konstanter Dicke aufgestellt, auf die außerdem noch ein als 
Eigenspannung anzusehendes Moment wirkt. Ist dieses Moment Null, läßt 
sich die Gleichung auf eine Besselsche zurückführen. Dieser Fall wurde 
von Meißner behandeli. Hier werden durch Näherungsmethoden die 
Beulmomente für den Fall berechnet, daß die Plattenränder überhaupt nicht 


beansprucht sind. K 
chneidet man aus einer ebenen Kreisringplatte, deren Ränder kräftefrei sind, einen al 
schmalen Sektor heraus, biegt dann den Ring wieder zusammen, wobei man dafür sorgt, daß do 
er in seiner Ebene bleibt, und schweißt die beiden Schnittränder zusammen, so tritt in dem Nı 
Ring ein Moment auf. Es entsteht nun die Frage, wie groß darf dieses Moment, das man 9, 
als Eigenspannung ansehen kann, sein, ohne daß die ebene Gleichgewichtslage labil wird, 
daß also der Kreisring aus seiner Ebene herausspringt und etwa eine Form ähnlich der des Fo 
Mantels eines Kegelstumpfes annimmt. Solche Momente können in einem ursprünglich Rz 
spannungsfreien Kreisring auch dadurch auftreten, daß er von innen her in bestimmter Weise ka 


erwärmt wird. Auch hier wird ein Herausspringen aus der ebenen Lage auftreten, wenn das 
Moment eine gewisse Größe erreicht hat. Allgemeiner kann man noch einen zusätzlichen 
Druck an den Rändern der Platte annehmen, etwa am Außenrande, während der Innenrand 
kräftefrei ist. Dieses Problem ohne hinzukommendes Moment ist von Meißner') behandelt 
worden. Seine Formeln werden also als Spezialfall in den hier abgeleiteten enthalten sein. 


1. Gleichung und Randbedingungen. 


Zur Behandlung dieses Problems geht man, wie bei all solchen Fragen, am besten von 
der Formel für das elastische Potential aus?). 








” 
ei Eiche Leer; 3 2 ARE SR ARE TI A 
. 2 |r ler ro d— r?: 99 \dr09 r dr dr M) 
Uri . 
Saw Fw_ 1 /dw]_[or/dm’, 1dwaw cs 1 am’ 
+5 38 3r08 (35) |- 32) 'T Ir 38 (55) Irdrdd 





Da wir uns auf Platten konstanter Dicke h beschränken wollen, nehmen wir den Platten- 
3 























faktor N= En als konstant an. Mit @ ist der Schubmodul, mit #=1/m die Quer- u 
kontraktionszahl bezeichnet; w mißt die Ausbeulung senkrecht zur Plattenebene und o,, 09, 
sind in bekannter Bezeichnung die elastischen Spannungen, die durch den Belastungszustand 
‚gegeben und zunächst einmal zu bestimmen sind. Für eine Gleichgewichtslage muß (1) ein lei 
Minimum: werden. Durch Variation ergibt sich aus (1) nach einigen Umformungen °) — 
) 
- %w]döm|ra 
a 4) Sr r „oe. 
Die 
aan _d 0 e 9%, toöw aö, 
BaLTIT, "u -1. 
r nr 
e vw]ddm . 
ER zwe 
nftle-u-n a] 
ri 
148 ie var m Anni; 1° D 
|) a; Zu Male )-F dr vr salon|ar Ran 











1) Meißner: Schweiz. Bauztg. Bd. 101 (1933), S. 87 bis 89. gem 
2) Z. B. Willers: Z. angew. Math. Mech. Bd. 19 (1939), S. 206 bis 210, Formel (2). 
3) In der entsprechenden Formel (4) der oben zitierten Arbeit sind zwei Druckfehler zu berichtigen: Im vor- 
1 2 w 
letzten Integral muß der mittlere Suammand nicht (1 — u) I zum Ze) heißen, sondern (1 —«) a 4 m, ferner fehlt 
im zweiten Integral der Faktor (1—«). Durch nochmalige Teilintegration dieses zweiten Integrales und Zusammen- 
fassung erhält man dann die obige übersichtlichere Formel. 
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je? 
+2 N — We "om " 
\ | d 1d /Tdm 129/72 
ihn PR EA A TRTE NEE. ee 
+r| \lear+r: war NIE (f tree) ” 
ri 
1 © /og 1 dw 
+ öw.-rdrdd 








Das Glied, in dem kein Integral vorkommt, ist die Eckenrelation, die in allgemeinen 
Koordinaten in einer früheren Arbeit*) abgeleitet wurde. Man erhält aus dem dort gegebenen 
allgemeinen Ausdruck leicht den hier hingeschriebenen. Sind die Ecken gelagert, ist also 
dort w=0, so kommen nur solche Variationen von w in Frage, für die auch ö®w dort gleich 
Null ist. In diesem Fall ist daher dieses Glied immer Null. In anderen Fällen kommt 


2 . 
ende) = oder gleich einer in der Ecke angreifenden Einzelkraft als neue 


Forderung hinzu. Bezeichnet man mit M, und P, Randmoment und Randkraft an einem 
Rande r=const und mit M3 und Pa Randmoment und Randkraft an einem Rande #= const, 
kann man die Gl. (2) auch in der Form schreiben 











“ -} 
[ döm |ra or dw tom 
sJ=N\r |, - n\lrP, +5 + za|d®|- dd 
0 
4 döm |® row og 1 dw je 
+x|- Mg dr vera? rzaör|,ar 
+2N(1 — BEHUAL, f 8). 
= MH ArOd\r lo Ir; 
® ra 
128 /o, dn 1o /rtdw 
+n| | |44w+ + lateralen) 
ori 
1 od /rodw 1 28 /ogdw 
nasse) mol gajlorraras 


Aus Gl. (2) oder (3) lassen sich Differentialgleichung und Randbedingungen in bekannter 
Weise ablesen. 
2. Der rotationssymmetrische Fall. 


Im rotationssymmetrischen Fall sind in (2) bzw. (3) das dritte und das vierte Integral 
gleich Null; die Eckenrelation fällt fort und die Differentialgleichung wird, da alle Ableitungen 


nach 9 Null sind, 
1d d/i1d dw 1 d/o, dw 
väarfärlrarlrarllitrarler Te)= EEE 


rdr\N"Är 
Diese Gleichung läßt sich einmal integrieren und ergibt, wenn man noch "mp setzt: 


d[i d % dp r4le -4)e=2 

HlrarFeAtn Perartrae tn ROT: 
Ist entweder der Rand r;—=const oder r„ = const frei, so muß dort die eckige Klammer des 
zweiten Integrales von (2) zu Null werden, also da die Ableitungen nach # Null sind 


d o,dw __ d/i1d : 
u dr u -IHee 9)+ wel=0. tee ke (6). 
Das ist gerade die linke Seite der Gl. (5). Die Integrationskonstante c muß also, wenn ein 
Rand frei ist, Null werden. In anderen Fällen ist das nicht der Fall. 
o, bestimmt man nun am besten mittels der Airyschen Spannungsfunktion F. All- 
gemein kann man bei Polarkoordinaten die Spannungen aus Fr, d) mittels der Gleichungen ®) 





(r 9) 











4) Willers: Z. angew. Math. Mech. Bd. 20 (1940), S. 118 bis 121. Auch hier seien einige Druckfehler berichtigt: 
In der letzten Formel auf S.119, ferner in den Formeln (8), (9) und (IIa) sind in den Summengliedern obere und untere 
Grenzen zu vertauschen. In der Formel für P; fehlt der Faktor N (1— uw). 
5) Z. B. Biezeno-Grammel: Technische Dynamik, Berlin 1939, S. 407. 
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_IerF|ı19r Be x =-5.(.435 7 
Hay r dr’ BEIR! <> drlr 38) (‘) sel 
berechnen. Für den rotationssymmetrischen Spannungszustand ist 
Fr)=4A+Bhhr+Cr+Drior .... 2.2222.) od« 
Daraus ergibt sich ar B 
1 
H=— „r2Cc+Diü +2Inr) 
rdr ; 
1? F B r 
EV, a a 9} Y 6} a (9). Nu 
= 4” „+tr20+D@+2lr) 2 
1=0 Ist 
n 
Setzt man das in Gl. (5) ein, wird diese mit c=0 | " 
do id we 
I -5+; wee+2+5 +2 Dinr)p= RE LE trei 


der 
In dem von Meißner behandelten Fall der außen gedrückten Kreisringplatte mit innen . 
kräftefreiem Rand ohne ein zusätzliches Moment kann man von vornherein in (9) D=0 setzen. 
Aus den beiden Gleichungen wel 


B B 
die > = nn» u ae 
„+2C=p +20=0 


berechnen sich Werte von B und C, die, in (9) eingesetzt, bei Einführung der dimensions- 
losen Größen 2=r/r, und &;=r;/r, die Spannungen mit 
fire 200R Fries 2 Sage | =) 
7 =); "> V- I4z 
ergeben. Diese Spannungen rufen im Inneren der Kreisringplatte ein Moment hervor, das 
sich durch Integration über irgendeinen Radius aus 
ra ı 1 1 für 
nz 
M=\ rogdr=r;\ zogdx=p- n(>- 2) ee 0 = 
ri x 


ergibt. Nimmt man nun an, daß ein zusätzliches Moment M’ auftritt, so sind jetzt allgemein 




















die drei Konstanten B, C und D aus den folgenden drei Gleichungen, die sich aus (9) und (11) a 
ergeben, zu berechnen. Opa 
n auf 
(Mr 3 +2C+D(+2lar.). =p ges] 
mög 
(On = +2C+D(+2 Inn) —0 (12). in I 
ga t 2 r; x} In; bed: 
Irgdr=Bnz; + C(n—rn)+Dfr -r+rlar,-rilar]= ,M' + °— pri ana prol 
ri i 
Mit der Abkürzung 
dert een. . N. 5 (iD 
erhält man daraus®) 
M’ a 
m. -Pri-g 
M’ schr 
u 358 —dr: r BE f | 
= Tal x; +2Inr, 2a ee a 
M' 
D=e= Tau 2) | 
Setzt man das in (10) ein und führt noch die Variable e=r/r, ein, so hat man als Differential- wen 
gleichung unseres Problemes an, 
allge 
do 1dpo 9 M’o 4x; in; pray =. & 
ats 5 - Valentin 5-2) =0 as. f Ge 
Für M’=0 geht diese in die von Meißner behandelte Gleichung über. In (15) ist M’ nun kürz 


das wirklich zusätzlich auftretende Moment. 


*6) Föppl: Drang und Zwang I, 3. Aufl. München 1941, gibt Seite 304 (119) die Formeln für den Fall p=0. 











|) 


in 
1) 
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Zu (15) kommt als Randbedingung, daß die eckige Klammer des ersten Integrales (2) Null 
sein muß, da ja an den Rändern keine a auftreten können, 


1 d d 9 
en Metut- 
oder . 
9 “ 
tn t=0. .. erz=.o, undz=l1) . . (16). 


Die eckige Klammer des zweiten Integrales von (2) ist wegen c=0 ein für allemal gleich 
Null, so daß man sich um weitere Randbedingungen nicht zu kümmern braucht. Ist einer 
der Ränder drehbar gelagert, der andere frei, so ändert das nichts an den Randbedingungen. 
Ist aber einer der Ränder eingespannt und der andere frei, so würde an die Stelle von (16) 
an dem eingespannten Rand als Randbedingung 


a A re 
treten. Der Fall, daß beide Ränder eingespannt, drehbar EINEN ER ai eine eingespannt, 
der andere drehbar gelagert sind, ist besonders zu behandeln, da dann c in Gl. (6) nicht Null wird. 

Im Fall der gelochten Kreisplatte wird z;=0. „An die Stelle der Gl. (15) tritt dann 


’ 








wenn man noch die Abkürzungen 4’ = +5 ‚I= En N & einführt, also die Gleichung 
2 
FERIEN a 


mit den Randbedingungen 
p=0 für =0 und 
dp a un 
7. rn =0 Me =. 
Es handelt sich hier nicht um eine richtige Kreisplatte; denn für eine solche müßte 
für ar o,=0og sein. Das ist hier aber nicht der Fall. Es wird o,=0, dagegen wächst 


Yy9=+- ri = (1+21nx;) mit der Annäherung von x; gegen 0 logarithmisch über alle Grenzen. 


Die “a1. (15) bzw. (18) mit den Randbedingungen (16) bzw. (17) bestimmen typische Rand- 
wertprobleme. Zu jedem vorgeschriebenen p läßt sich eine Reihe von Eigenwerten A? be- 
rechnen und umgekehrt zu jedem M’ eine Reihe zugehöriger Eigenwerte /T. Den einen 
Grenzfall M’=t0 hat, wie erwähnt, Meißner behandelt, der durch Umformung die Gl. (15) 
auf eine Besselsche Gleichung zurückführt. Hier soll von dem anderen Grenzfall /I’—=0 
gesprochen werden, wo eine solche Umformung wegen des Gliedes, in dem In = auftritt, nicht 
möglich ist. Die ersten drei Glieder der Gl. (15) bzw. (18) geben die bekannte Plattengleichung 
in Polarkoordinaten. Die infolge des Momentes in der Platte auftretenden Eigenspannungen 





bedingen das Glied mit dem Faktor 4? bzw. — ar Man hat hier ein singuläres Eigenwert- 


problem; denn wenn man die Gl. (15) und (18) in der Form 


d/d 4? ü 
122 12)-2 + F tat @-Z)ns+44- Deine BE ro 
d/ do ’ 
1) 2 +RPl-4einz]=0 a EIER U (18’) 
schreibt, wird die Funktion, die in der eckigen Klammer als Faktor von 4? bzw. — — steht, 


und die im Integrationsgebiet positiv ist, an den Rändern Null und der Faktor von @ ist im 
Falle z;=0 am inneren Rande nicht beschränkt. 


3. Angenäherte Berechnung der Eigenwerte im Falle 7=0. 

Zur Bestimmung der Eigenwerte kann man eine der bekannten Näherungsmethoden an- 
wenden’). Kommt es nur auf einen Überblick über den ungefähren Verlauf der Eigenwerte 
an, kann man das Differenzenverfahren in seiner ursprünglichen Form benutzen, das ja im 
allgemeinen schon mit wenigen Punkten brauchbare Näherungen ergibt, von denen man aller- 
dings nicht sagen kann, ob sie in der einen oder anderen Richtung von dem wahren Wert 
abweichen. Die der Gl. (18) entsprechende Differenzengleichung lautet, wenn man zur Ab- 


kürzung noch a= , b= 3 MAI 


”), Z. B.L. Collatz: Z. angew. Math. Mech. Bd. 19 (1939), S. 224 bis 249 u. S. 297 bis 318. 
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(+5) m (rg) rm) 


— pr + pr [tb — a)In(kh)+alnz; k’h’— alnz;]=0 


(19) 


mit den Randbedingungen 
9=0 oder Mm t+2ua=0. Ei Se 


wo i der Index des Randpunktes ist. Für « wurde der übliche Wert 0,3 benutzt. 

Für die gelochte Vollplatte ergibt dann die Rechnung M=—281N. In der gleichen 
Weise wurden für die Kreisringplatte sowohl mit zwei freien Rändern, wie mit eingespanntem 
Innenrand die Knickmomente berechnet, und zwar für x =02 und z;=0,4 mit h=0,2, also 
im ersten Fall mit drei, im zweiten mit nur zwei Punkten im Inneren des Bereiches, für x; = 0,6 
mit h=0,1 und für =08 mit A=0,06, also beide Male mit drei Innenpunkten. Die Rechnung 
führt man am besten so aus, daß man vom Außenrande ausgehend unter Benutzung der dort 
geltenden Randbedingung von Punkt zu Punkt nach innen fortschreitend das 9, mit dem 
jedesmaligen höchsten Index eliminiert. So geht man bis zu dem Innenpunkte vor, der neben 
dem Innenrande liegt. In der für diesen Punkt geltenden Gleichung setzt man dann ent- 
weder 9;=0 oder drückt p; mittels Randbedingung und der Gleichung für den inneren Rand- 
punkt aus. Für die Randpunkte werden die Differenzengleichungen wegen des Nullwerdens 
des Faktors von A? besonders einfach. Es ergeben sich die Werte: 








| | : 
| freie Ränder | ge. sven, ou 
=02 | M=-1%5N | M=-— 2,866 N 
2; —=0,4 M=-—-1020N | M=— 3612 N 
z=06 | M=-0514N | M=— 5460N 
= 0,8 M=— 0,230 N | M=— 12,289 N 


Bessere Werte bekommt man mit der Rayleighschen Formel, die bekanntlich immer 
zu große Näherungswerte liefert. Hier lautet diese Formel 


1 1 
d d 
= |\|—(@ 3)-2|odz|\arraz EU NER Digi 
x 


x 
wo zur Abkürzung 
4x; Inz; (ce — 1/2) +4(1— rj)zinx 


4x; In’; —(1— a}? 





a=- 


gesetzt ist. Für die gelochte Kreisplatte wird 2;—=0, also 





BE BE IE DaB Dar np u 
Mit dem Ansatz 
u Eeb ’ 


der die Randbedingungen für freie Ränder befriedigt, erhält man aus (21) mit «=0,3 
M=-—257N. Setzt man 

tra 95 
P=a-ghe+ Ale - ae) a a a a er (25), 
0,268904 + 0,296048 A + 0,108096 4? 
0,104627 + 0,103831 A + 0,027681 4? ' 
Bestimmt man, um den günstigsten Wert zu erhalten, hierin A so, daß Ä* ein Minimum wird, 
ergibt sch M = — 2,480 N. Da dieser Wert nicht wesentlich kleiner ist als der aus dem 


ersten Ansatz berechnete, ist im Fall der Ringplatte immer ein einfacher Ansatz genommen 
worden, und zwar für kleine Werte von x; wurde 


erhält man 





ie — (26). 


5 7 We EEE ah er a 


gesetzt. Das gibt die Werte der ersten ER der folgenden kleinen Tabelle. Für größere 
Werte von x; erhält man günstigere Werte von 4’, wenn man den folgenden einfachen 
Ansatz macht 
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BE, 2. 2+u 
u u et 


Das gibt die Näherungswerte der zweiten Spalte. 





RER EFDTE TTS (ER 


























u | I | Il 

02 | -ı8N | 

0,3 —116 N 

04 | -0873N | -0o8ıN 
0,6 0,530 N —0471N 
0,8 | 0204 N 


Das Differenzenverfahren liefert hier also zu große Werte. 
Um die Eigenwerte für schmale Ringplatten zu erhalten, wurde für ein Reihenansatz 
gemacht. Dazu wurde in (15) die neue Variable z=1Inx eingeführt. Dann wird (15) mit 
4x; di 4 
127.147 
d’o 22 22 22 
ds Pr olb—a).e’+aze’—az]=0 ... .. . (9). 


Dazu kommt nach (16) als Raudbedingung 


d 


Man macht nun den Ansatz 
y=a+ta,.2.+a,2°+a,2’+--- 
entwickelt die Exponentialfunktionen in (29) in eine Reihe und erhält durch Nullsetzen der 


Koeffizienten gleich hoher Potenzen von 2 Rückgrifformeln, durch die sich alle a, für m >1 
durch a, und a, ausdrücken lassen. Die ersten Glieder dieser Reihe lauten: 





2 P ei 
1+Z — 2 (b -a+2a)5 + 1-4 b—-a+raz)+ re: b-atas) 


a, 15 
+0 a+2az)’ -—15#(b—a) 11 az + 7) 4 
i 180 
1 \ 2’ 
+15 b—-a+az)(b—a+2az)— 15,4 (b te az 
89 16. 11 17 1). 
Hort a)’ + 25 44 (b Pailed nee waere 
m b-a+2as + 5A (b- a) +05 ib 
Er ws a2; er — a) +35 1 -)as+7 i* (a 2;) 
23 _ PER 5 
57 b-a)— 4 | 
(31) 
2’ .q z* "72 1 e 
+0, +, -Plb-at2an)5+ baten) +51 79 





En: 11 E 
zg* b-a)+75# a2; 10 


13 17 P 
5tb—-at2az)(b—a+taz) 5 aan 
559 67 58 


x 53 11 l ä 

+50 -a+2aar- ne -grant 

li: -Ab—a® + A (kb—a)az; +: A la 2) — 23 2b — a) 
63 „5 42 





2. I\e, 
91 tut ) 
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Die Grenzbedingung (29) für den äußeren Rand gibt a =— ua,. Führt man das in (23) ein, 
bildet SF +up=0 für z=2;, so erhält man eine Reihe, aus der sich der kritische Wert 


von 4? bestimmen läßt. Das konstante Glied dieser Reihe ist Null, so daß man durch z, 
dividieren kann. Da man kaum eine Möglichkeit hat, die Konvergenz der Reihe zu unter- 
suchen, wird man zunächst aus den beiden ersten, dann aus den drei ersten Gliedern usw. 
4? berechnen und aus der Änderung aufeinander folgender Näherungswerte auf die Genauig- 
keit der Werte zu schließen suchen. In den ersten drei Fällen erhält man für A? lineare 
Gleichungen, in den nächsten drei quadratische. Die Rechnung wurde bis zu dem Gliede mit 
dem Koeffizienten a, durchgeführt, wo sich zum ersten Male eine Gleichung dritten Grades 
ergibt. Dabei zeigt sich, daß, je weiter man rechnet, das Verhältnis des von 4? freien Gliedes 
zu dem Gliede mit dem Faktor 4? sich immer weniger ändert, so daß sich insbesondere für 
ahsolut kleine 2;, d. h. für schmale Ringe, einigermaßen befriedigende Konvergenz ergibt. 
Z. B. wurden für r;:r„=9:10 also 2; = — 0,1053605 die folgenden Näherungswerte gefunden. 


M,= 0,0298 N 
M,=—0,1197 N 
M, = — 0,08487 N 


M,= — 0,08744 N M,=—- 7546 N 
M, = —0,08592 N M,=+1798 N 

. M, = — 0,08648 N M=-53251 N 
M, = — 0,08639 N M, komplex. 


Während sich also für den zweiten Eigenwert überhaupt kein brauchbarer Wert ergibt, kann 
man wohl mit ziemlicher Sicherheit sagen, daß der erste Eigenwert etwa bei — 0,0864 N 
liegen wird. In dieser Weise wurden die folgenden Näherungswerte berechnet, wobei 
natürlich die letzte Ziffer unsicher ist. 
































n=09 r, M = — 0,0864 N 
g FF r,=08r, M=—0,127 N 
| =08 r, M= 0,166 N 
25 r,=05r, M=—0205 N 
[ n=07: 7, M=—024 N 
zr = r,=06 r, M zwischen 0,3 und 0,4 N. 
[ “ | Für die an einem Rande eingespannte Kreisring- 
u © | platte ergibt obige Reihe selır schlechte Konvergenz. 
r | Man kann daraus nur schließen, daß für r;=0,9; 0,8 
ıL hd ni bzw. 0,7 das kritische Moment etwa —19N, —9N bzw. 
6 | — 4 bis —5N sein wird. 
"ES. N In Bild 1 sind die berechneten Werte eingetragen; 
[ Sn mit einem Kreuz sind die aus dem Differenzenverfahren 
[ | * x; mit einem Nullkreis, -diejenigen, die sich aus der 
0 rn 25 10 Rayleighschen Formel, und mit einem Vollkreis die, 


welche man aus der Reihenentwicklung erhält, ange- 
gegen. Ferner ist in Bild 1 noch eine Gerade einge- 
zeichnet, die Herr Weber aus folgender Überlegung 
gewonnen hat. Er geht von der Kreisringplatte aus, aus der ein Sektor vom Öffnungswinkel # 
herausgeschnitten ist und berechnet genähert die Formänderungsenergie, die einmal in der in 


ihrer Ebene zusammengebogenen Platte und zweitens in der zu einem Kegelstumpfmantel 
umgeformten Platte steckt. Das Gleichsetzen dieser beiden Werte gibt den kritischen Winkel 


Bild 1. 


»=2n Te aus dem sich weiter das kritische Moment M= N(1-—x;) berechnet. Für 
—% 


nicht zu breite Kreisringplatten gibt das, wie die Figur zeigt, eine gute Näherung. 483 
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Wärmeausgleichsvorgänge in bestrahlten Platten. 
Von Konrad Ludwig in Hannover. 


Die Wärmeausgleichsvorgänge in einer einseitig bestrahlten Platte, deren 
konstante Anfangstemperatur die der Umgebung ist, werden untersucht. 
Dabei wird außer der eingestrahlien auch die durch diese Begrenzungsebene 
ausgestrahlte Wärme berücksichtigt. Die Lösung wird sowohl durch Pro- 
duktansatz, mie nach der Operatorenmethode gewonnen. Als Beispiel be- 
rechnet Verfasser zahlenmäßig für ein Silber- und für ein Wismutplättichen 
mit und ohne Wärmeabgabe der nicht bestrahlien Begrenzungsebene die 
Temperatur der bestrahlten Begrenzungsebene und die Differenz der Tempe- 
raturen der beiden Begrenzungsebenen als Funktionen der Zeit. 


1. Zweck der Untersuchung. 

Alle Strahlungsmeßgeräte besitzen eine plattenförmige, metallische Auffangfläche, die 
die einfallende Strahlung absorbiert, und deren Temperaturerhöhung durch ein Thermo- 
element oder als Widerstandsgröße gemessen wird. Um hieraus den Absolutwert der Strahlungs- 
energie am Meßorte zu erhalten, eicht man das Gerät vor einem schwarzen Körper, dessen 
Strahlung bei bekannter Temperatur aus dem Stefan-Boltzmannschen Gesetze berechnet 
werden kann. Dieses Verfahren hat eine Unsicherheit in den Absorptionsverlusten durch die 
Wasserdampf- und Kohlensäurebanden im Ultrarot. Herr Prof, Dr. Hase, dem ich die An- 
regung zu dieser Arbeit verdanke, schlug daher vor, das Auffangplättchen als Kalorimeter zu 
benutzen, und aus seiner zeitlichen Temperaturzunahme die eingestrahlte Energie zu berechnen. 
Hierzu ist eine genaue Kenntnis der Wärmeausgleichsvorgänge innerhalb des Plättchens un- 
erläßlich. Diese Vorgänge werden untersucht. 


2. Formulierung der Aufgabe. 

Auf die eine Begrenzungsebene einer Platte mit konstanter Temperatur in einer Um- 
gebung mit derselben Temperatur wird Wärme senkrecht mit konstanter Stromdichte ein- 
gestrahlt. Wird die Übertemperatur in der Platte mit ® bezeichnet, so gilt für die Wärme- 
leitung die Differentialgleichung 

0 9» 

ut Fo 
worin a die Temperaturleitfähigkeit bedeutet. Wird die Plattendicke mit ö und die Größe 
der eingestrahlten Wärmestromdichte mit q bezeichnet und der 0-Punkt der x- Achse in die 
nicht bestrahlte Begrenzungsebene gelegt, so gelten die Randbedingungen 


0% 


9 ‚ 


dx 
3. Integration. 
Ansatz für das partikuläre Integral: %,=c,+c,x. Aus den Randbedingungen folgt 
q(A+a,x) 
a +0) +0 
Der Bernoullische Produktansatz ergibt das Integral 
d,=eraktt(Asinkc+Beoske). 
Aus den Randbedingungen folgt 
—ık A+ a, B=0 
(Akcoskö+a,sinkö) A— (Aksinkö—a,coskö)B=0. 
Die Koeffizientendeterminante ist 
(?k’—a,a,)sinkö—(a,+a)ikcoskö=0. 


Die Eigenwerte sind die Wurzeln der Gleichung 


h an, 1 
Ge A 
(a,+ a,) ö (a, +a,)i kö 
Setzt man die Eigenwerte 
kö=u-+tri, 


so folgt 
cosu&ojv —isinuSin® _ Ai’ 6 
sin u Eofv +i cos u Sin v (a,+t a,) ö 


a,,Ö 1 


"@,ta)äutes‘ 


+v»)- 
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Die Imaginärterle werden verglichen. 
Sinv Eojv 2 a,a,ö v 


er art tatiere 
Wäre v-+0, so hätten in der letzten Gleichung beide Seiten entgegengesetzte Vorzeichen, 
Daher ist v=0, d. h. die Eigenwerte sind reell. 
qaA+a,z) 
i(a,+a,)+ta,«,ö 








„= nz > C;e-aktt(a sinkxz+ikcoska). 
k 


Unterscheiden sich 2 Eigenwerte nur durch ihre Vorzeichen, so unterscheiden sich die zu- 
gehörigen Eigenfunktionen e”@k?'(a,sinkx-+ikcoskx) nur ‘durch einen konstanten Faktor 


(—1). Daher braucht die Summe nur über die positiven Eigenwerte erstreckt werden. 


Die Anfangsbedingung 
j Hd. —0 
fordert die Entwicklung 


> Cr (a,sinkz+ikcosk«) = Targa 
pr 1 ? 1 2 


Für die Eigenfunktionen 





e f;=a,sink;@x+4k;cosk;x 
ist 
a 


(a nnae=|(uinntneh)on = ng6-30u],=0. 


d. h. die Eigenfunktionen sind: orthogonal. 
a‘ sin2kS\ A’k’/ sin2kö 1— cos2kd 
13 (#- Sk ) 2 | - 8) a) 

















— — n 2 01 3 ‚sd a, . “ . \ 
erTPee sinkö--a? E coskö+ jsinkö-+in,ösinkd,. 
coskö wird mit der Gleichung für die Eigenwerte durch sin k ö ausgedrückt. 

te ata, dal 1 fie 


Gr + a) + (+ + 








Cr > + = sin? k o) 
qsinkö 


> a‘ = In 
i(a,+a,)+t a,a,ö 


fe +a) (+2)+ au, ,ö+ — kr f- 





222 . 
Diese Gleichung wird durch a dividiert. 








1 2 si k Ö Ö 
Ck (ca. +a,)ö+ Gr + i) sin? k = ur 2% u 4 +a + u 


gq(A+a,x) By }- sinkö(a,sinkx-+/kcoskx)e-ak?t 


(ar era I@,ta)Kö+WE+aa)sn’hd 








4. Lösung nach der Operatorenmethode. 


Die partielle Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung geht durch die Laplace- 
sche Integraltransformation 


9 (erstddt Re (s) >0 
a 
in die gewöhnliche Differentialgleichung 


m dd?» 
su u" 97} 


über. Deren allgemeines Integral ist 


Bo s ’ s 
®»=K, Sin V!e+ K,&of V: a. 
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Aus den transformierten Randbedingungen 


dd 2 dd z 
a2), me Mo, (rt (WW) 8 
folgt die transformierte Temperatur 
Sinl/ 8 
RE Band a Ein V en BI iy4 say: .-. 
Ss 





ni; —+a, a,) Sin / 3 5+ (a, +ayay- Co / 


Die Temperatur wird mit der Riemann-Mellinschen Umkehrformel 

o+wi 

1 53 
=. — et:dds 
“ne 

o—xi 
berechnet; hierin muß der Integrationsweg so gewählt werden, daß die Pole der transformierten 
Temperatur links vom Integrationswege liegen. 








; ai F 
er er, a, Sin = Fr + ıyG Geiz Vs 
_ y, ne 
u # Te a,) in 5 / 2 4(+a)1y ® joy 
Die Pole der transformierten RE liegen in den Punkten s=0 und s=— ak?” Daher 


wird als Integrationsweg die Gerade s=o >0 gewählt. Dieser Integrationsweg wird zunächst 
durch 2 Punkte symmetrisch zur reellen Achse begrenzt. Diese beiden Punkte werden durch 
einen Bogen des Kreises miteinander verbunden, dessen Mittelpunkt der 0-Punkt ist. Ge- 
wählt wird der Bogen, für dessen Punkte der Realteil <o ist. Auf diesem Bogen ist 


lets] Sete. e = 
o+xi a Si ri s 
Ri | ers y‘ rn a,/ ,; Einz + A u. 
Pr "(#+a, en “\einsy -+(a, +a)ay -&o joy 


Die Polarkoordinaten der Integrationsvariablen werden mit r und @ bezeichnet. Der Zähler 
hat den absoluten Betrag 


ay<einz/ +02 
K2 r.9 
=[|a, V: (os geiney/ 085 cos £ sin 5 
 , r we r 
+sin Z Gof=y/ Zoos sin £ sin 2) +360jr / Z cos ® cos Zsin® 
a r ®. EE 
+ a,“ 5 (eos Eojx V: cos z sin x Vz sin z 


i , r r. r 2 r. 
— sin z Sinz V Zoos z cos x V- sin g)+ Sin V 7608 3 sin x = sin z 


Der Nenner hat den absoluten Betrag 
(+04) Sin ö V&+a, ad 'E Sofö V*) 
= (e+ Qa,Q, = cos) Sind V: cos cos Ö y: sin 
+a, 7 “ sin o &oj ö V: cos 5 sin ö Vz sin 
+(a,+a,)4 5 (c0s$ Eoj ö V- cosh cos ö Vz sin 


+sin F Ein ö Vz cos $ sin ö Vz sin 





d = 


P} 











n 





vo|8 a 1 v8 
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« wor 
+ a + a,, * cos) of af sin ö V; ” sin — 

| = ö ö Vz 
— 4,0, sinp Sin V: cos cos sin 


+(a,+a,) 4 V *{cos$ Sind 7 - cos 9 sin Ö V: — sin — 


— sin 5 5 &of Ö V: 085 ; cos Ö V: sin )Y. 

„r Sinz fr j Cox V: er 
Wird der Buch ——————— Er durch &oj 5 V/ — cos - 
(#+a,0,%)2ino/ Euaz +a,)4 ıV - = Cof »V- 2 
gekürzt, so bleibt der absolute Betrag £ Zählers beschränkt: der SuM Betrag des Nenners 
unterscheidet sich’ für hinreichend sl Werte des Halbmessers um beliebig wenig von 


F 
2 
2 
y 
2 
P\ 
5) 


eV Ig’ö zeo/V Le er 5 cos’ ö Vz sin — + sin? ö „Vz sin — 
Läßt man den Halbmesser die Folge 


nz)’ a 





e=1L28.. 


durchlaufen, so ist 


vol vuh 


cost 3) Z sin Z = cos’ (2n —1)Z : sin nt <s- 


in einem gewissen Intervall mit dem Mittelpunkte g=r. Die untere Grenze 9, dieses 


S der Gleichung 





Intervalls ist durch die im 1. Quadranten liegende Wurzel 


@n-)5-7 
sin Ir — 
2 








@n—1)Z 


bestimmt. In Pr. Intervall 2 Sps2n —p, ist 


o 
eV Ig’ö ayr: cos cos? ö En sin & + Hama sing > 73 


Außerhalb jenes Intervalles ist 


oV 280 en cosraV/ Fein +einraV/ Z ein 2 Sr gen —1)5 00% 
= (en) V 1- sin Zr =r2g ya 2 








> ir Tg =r7. | 


En - Da-Z 








Daher geht das Integral über den Kreisbogen nach 0. Mithin kann das Integral über die 
Strecke durch das Integral über den Kreisbogen zu einem Integral über eine geschlossene 
Kurve ergänzt werden. Da der Integrand eine eindeutige Funktion der Integrationsvariablen 
ist, kann das Integral über die geschlossene Kurve nach dem Residuensatz ausgewertet 
werden. Für den Pol s=0 ist. das Residuuır 


a x-+ ji 
a,9,Öö+(a,+a,)i' 


Für die Pole s=— ak? sind die Residuen 


e-ak:t a, sinkc+ik cosk x 
u: 
ak + 








Aö 
(a, +0) Zu. Br N 
= PREW ER <- k a; 9,) ö (a, +0,)4 








cos kö 


a 2ak 
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« 
: 
a gr u we 323 — — TEE — 
“—k Äk[2i+(a, + a,)ö]sinkö+[@k—a,a,)d— (a, ta, Alcosköd 
_„ezakst a, sinkz+ Akcos kx 
ng PerZr a Kö 
E 1kBi+(c+ u ö]sin kö + (a, +a)sır® nn — (a, +a,)icosk6 
sinkö a 
_9sinkd® e-ak?t a,sinke+ikcoskx 
. -k (a, +a,)dik+2i®ksin’kö—(a, + a,)Asinkdcoskö 
-_2sinköezakt, nr huhu anche 1. 
(a, +a)öi®+(l!k’ta, a,) sin?kö' 
5. Silberplättchen mit Wärmeabgabe in der nicht bestrahlten Begrenzungsebene. 
Für ein Silberplättchen mit der _ Msmut 0t,=0 ur 
. m . 075 0 25 
Dicke Imm sollen die Temperatur in | 
3 R | Silber &,=0 
der bestrahlten Begrenzungsebene und 
die Differenz der Temperaturen in den 
Begrenzungsebenen als Funktionen der & 2%} a a 
Zeit untersucht werden. 7. ? MER Grad 
. zR | Nsber &,= ER. A 
Kal > en m h Grad Be 
= 360 hGrad’ e 
Wird die spezifische Wärme mit c | | 
und das Gewicht der Raumeinheit en —— E ar en) 
. . s . . 73921 
mit Y ‚bezeichnet, so ist die Tempe- Bild 1. 'Temperatur in der mit 1 Lux bestrahlten Begrenzungs- 
raturleitfähigkeit ebene eines 1 mım dicken Plättchens. 
ö j\ Kal ke 
3  " = == == er 
a ey’ c= 0,006 Grad’ y 10 500 —: ‚ ö6=10"'m 
Für die nicht bestrahlte Begrenzungsebene sei 
Kal 
= 08 neh Grad 
und für die bestrahlte Begrenzungsebene 
Kal 
= 5 33T. 7-5» 
m?’h Grad 
Als einfallenden Energiestrom wird die Einheit der Beleuchtungsstärke gewählt. 
kal Kal 
q=1Lux=0,01 7 —-— —0822 I. 
cm? min m?’h 
Die bestrahlte Begrenzungsebene hat die Temperatur 
(9 +a, dö __2gq Ey (?Kr+a )sin’kö _ or 
)a=4= Ta +a,)+a,a,ö 51 a,+ta, ia ta)®ö+(®k’+a,a,)sin’kö° 
k 
: /a, a, Er 
?k’=a,a,, wenn k=-/ at om , 
| ik Qa,QG, Va,a, 
/ a+a, (a, Fa, MY Ze zu 


u 


Wäclist kö von V ” - Ze bis 5, 80 nimmt in der Gleichung ar-% Ik „)sin kö=(a,+a,)cosk ö 


o linke Seite von : zu und die BEN bis O ab. Wird die linke Seite durch die Minorante 














Ö ” 
mp _ Amor td und die rechte Seite durch die Majorante 
a,+@, _a > (k 8)’ + ut angenähert, so erhält man für den kleinsten positiven 








Eigenwert eine obere En 
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44.412 (a, Ha) +4 992° : RFTIES 1 1 
(Kö) —-— (k = — 4— ’ 
45+ a,+e, iztrurs 


Diese quadratische Gleichung hat die Wurzeln 
ö 
(k 8) = 125. +6, + + 


























ME EXDeREnL Beer ereen RE RRERN 
2 
(k, were +6 (a, + a,) +2 
45 ta, te, 
Via ä +2 +0) +22 +80 +0" - %a, 0, = (a, + a, ed) 
1 i ‚ad 
Ä = 1. Fr at +2 as 
ztratre 
a ‚nt 
4 a, me 
-V le 5 +2(.+0)-2%4 _ Ha,’ +8(, +) < Fern 
-—- 2 1 2 
R 


m? 


Wird die linke Seite durch die Majorante 5 (k ö)? — und die rechte Seite durch die 


nt 


Minorante , +, — (k ö)’ angenähert, so erhält man für den kleinsten positiven Eigen- 


wert eine untere Sb 








.+r.,+30 re 
(Kö =2— > 
ı : ‚+ 
u Baier, 3+r7. 
Aus den Grenzen folgt 
4a =. 
ki = 14,444 PYE. 


sin’k,ö_1--cos2k, 6 
-(E, 0° 7 IR, 6) 





B 2 
=1-5(6, 9)’ +75 9, (k,ö)' 0=s9,=s1 





























23 
=0,99 9% 185 19° 
2q (A!kt+a! )sin’k,ö__ 8 
a, +0,1(a, Fa)JköF(äk: ta, a,)sin’k, 5 9158 07 „ Grad. 
In der Ausgleichstemperatur hat der 1. Summand die Zeitkonstante 6 min 47,0 “ 8. 
In der ns wird der Rest abgeschätzt. 
(k’+al )sin’kö _ x: 
9) i(a,+a)k’ö+(@’k’+a,a,)sin’k6ö° 
2 (?k’+a} )sin’kö 
Sr i(a,+a,)k?ö+(i’k’+a,a,) sin’kö 
nr; it )Költdgkö)rik'tae, 
" m 2’ +at ee + a 
mE a 2 he 


EHER ++ 


+i’k’+a,a, Fe 
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> 948 295 1 
-24 ) m” PX: Bi PR: n' 
n 


k=k, 


Mit der Formel e a=7 folgt 


(#?k’-+a}) )sin’kö_ -aktt _. 949 zum b 
& DR FaJRsF PR Ha) emRB°® < 37 = 0,000 000 761 ... Grad. 








[84] 





Die bestrahlte Begrenzungsebene hat die Beharrungstemperatur 





1 +, 52% 920.164 4 
Ila,ha)ta,a, 59” Tu vor Srd= 0,168 07,5 9 Grad. 


Zeichnet man die Temperatur in der bestrahlten Begrenzungsebene als Funktion der Zeit, so 
erhält man- eine Kurve, die im 0-Punkte mit oo großer Steigung beginnt, da die Größe der 
Wärmestromdichte beim Beginn der Strahlung von q auf 0 springt, wenn man von der be- 
strahlten Begrenzungsebene in die Platte geht. 


Die bestrahlte Begrenzungsebene hat nach 1 s die Temperatur 0,000 ie Grad, nach 2s 


die Temperatur 0,000 77, Grad und nach 3s die Temperatur 0,001 en: 
Die Differenz der Temperaturen in den Begrenzungsebenen ist 
| ER. 
(d).=3 — Men I7a, +a,)+a,a,51 


en _a,sin’kö—Aksinköll—coskö) _ or: 
a i(a,ta)kö+ (@®R+a, il 


























Kö k, 9 k,ö)? (k,ö)* 
ni 3 (1 c0sk,ö)= 1 - (kı 9) +5 (k, ||, (kı ©) Ar + (k, | 0<@,6,<1 
(kb, (k, Üb B 9,069, 9, a, 9,9, 
„) +(k, 6) rn (z 7 + 6.730) kı’+ 1o.7o0 (0) 
(Kö)? (k, D: ‚ 3 
= B) +60, (k, 6) 0=29,<77g 
—.0,000 007 222 \, 
a,sin’k,ö—Ak,sink,ö(1—cosk,ö) _ 6 


2q 





ka, ta)kiö+ @kta,a,)sink,d 058 8,.10°° Grad. 


Die Differenz der Temperaturen in den Begrenzungsebenen ist im Beharrungszustande 
a. 5 0164 4 2 Be; 
Iate)ta dt" TE a EEE 0 Gr, 
a,sin’kö—Aksinkö(l—coskö) _ (ü’k’+as)sin’kö-(a,+a,)iksinkö 
i(a,+a,)k’ö+(i?’k’+a,a,)sinkd Al(a,+u,)”k’ö+(a,+a,) (”k’+a,a,)sin’k ö 


ı ik 
4 nit (a, +) E3 











lat +la ta) @k+a,n,) 


»k’+at F(a,+a,)ikyl+ctg’kod 
I@wtaP”Rd+FiIa,ta,)”Röckg’kö+(a,ta)(@'k’tu,a,) 


®?k?’+al FYla,+ a,)4?k’+ (#?’k’— a, a,)’ 
Katar ö+idlir— “2 4a, +) @R +00) 

















er ®?k’+n}} VER FAFRR FE a? 
POK+A(l +a)k’ö+(a,+a,) (A’k’+a, a) + 
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worin das obere Vorzeichen beim 1., 3., 5.,... und das 
untere beim 2., 4., 6.,.... Eigenwert gesetzt werden muß. 
Zeichnet man die Differenz der Temperaturen in den Be- 
grenzungsebenen als Funktion der Zeit, so erhält man eine 
Kurve, die im 0-Punkte wieder mit © großer Steigung 
beginnt. 


k,ö= 0,003 800 5. 
6 


Um den 2. Eigenwert zu berechnen, wird 


k,ö=n+e 
gesetzt. Da 
0<e<k,ö 
ist, folgt 
6 
k,ö=3,14,. 


2, Zeitkonstante = 0,000 59, 8 


— 4,sin’kö—iksinkö(l —coskö) (e-anet 
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Bild 2. Differenz der Temperaturenin 
den Begrenzungsebenen eines mit 1 Lux 
bestrahlten I mm dicken Plättchens. Die 








2q| ila,+a,)k’ö+(4’k’-+ a, a,)sin?’kö " t=1s Ordinaten für Silber sind 25fach ver- 
k=ka größert. 
ca (ri, I Eat VRE HE EEE 
k=k;, #ök'+ila+a})k?ö+(a,+ta,) (A’?k?+a,a,) +d-—— 
2 vRek—(a+a)R®k’+aia; 





<4gq (er zu; 


no 


ee 


k=k Pökt+ila +m)kör+la, ta, (A’k’+a, a) +0, 


a; 





FE (+a)Ak’+aa 





4 (eat) 





(a, +a,) (A’k’+a,a)+ ala 


=4q - 
Ö =is £ 
kmh, Akt? (d+a)k’+5 
4 — uk?t — BEN BE U. Fe nn 
<4s F) qle=«k hin. e VRR +a@+FÄRE La 
=kz 
k=ka 


63 


Die Differenz der Temperaturen in den Begrenzungsebenen beträgt nach 1 s 1,139 9° 10-*® Grad, 


nach 2 s 1,137 0% -10-* Grad und nach 3 s 1,134 & 


- 10° Grad. 


6. Silberplättchen ohne Wärmeabgabe in der nicht bestrahlten Begrenzungsebene. 


Ist die nicht bestrahlte Begrenzungsebene wärmeundurchlässig, also a,—=(0, so sind die 


Eigenwerte die Wurzeln der Gleichung 
A 
a,Ö 


Die Temperatur in der bestrahlten Begrenzungsebene ist 


(d. ‚41 1-21 ar sin’kö_ 


ctgkö= kö. 
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Die bestrahlte Begrenzungsebene hat die Beharrungstemperatur I 0,164 4 Grad. 


85 in? 
<< Z——T 2 M=1888 on, kt 16 rad. 
A, 4 A, 79 a, . 398 
5 773 Fun 4 zu k,ö 

In der Ausgleichstemperatur hat der 1. Summand die Zeitkonstante 
1 a. 1 1 
erelt) F<eIı<z 
N 3 
—=7min 3,36, S. 
In der Ausgleichstemperatur wird der Rest abgeschätzt. 
= _sin’kö 
21 24 28 "I EE g-aktt 0,000 000 761... Grad. 
un 4 , sin? kö 


Die bestrahlte en hat nach 1 s die Temperatur 0,000 m „ Grad, nach 2s die 


Temperatur 0,000 m. Grad und nach 3 s die Temperatur 0,001 16° Grad. 


0 
Die Differenz der Temperaturen in den Begrenzungsebenen ist 


GRSER TER, 


— ak2t 
n— kö(a, +5 sin? x) 


(Ms —- (d.-u=2q 


geht also nach 0. 


ud T lt | —=1,141 6, 10°, 2gq yes PER ER ), nn < 107% 
k.ö(a, +5 sin’ k, ö) ek (+5 5 sin? 23) RER 
Die Differenz der Temperaturen in den Begrenzungsebenen beträgt nach 1 s 1,138 9 9 10"* Grad, 


6 
nach 2 s 1,136 9° -10-® Grad und nach 3s 1,133 1 j0- Grad. 


6 . 58 
7. Wismutplättchen mit Wärmeabgabe in der nicht bestrahlten Begrenzungsebene. 
Zum Vergleich werden dieselben Größen für Wismut berechnet. 
Kal Kal kg Kal 





a TO 79 SO 
(k, 6)? = 0,000 = ° 
zur heile Zus #: = (k, y- gi Kö 0=9,=<1 
— 0,999 746 a 
HET RIF N Haar 0187 g Grad 


: j i 83 
In der Ausgleichstemperatur hat der 1. Summand die Zeitkonstante 3 min 16,28 S. 
In der Ausgleichstemperatur ist der negative Rest 


bee} 





Mn Y (#2? +a? )sin’kö_ akıı _ 49 
at (a, +a)kö+(k’+ta, a,) sin?k ö 3 
_.0006  Grad—0,000 04 Grad. 
Die bestrahlte Begrenzungsebene hat die ER U peratur 
5 622,644 4 


1 
Su 0 rad = 0,158 077 lo Grad. 
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Der absolut kleinste Eigenwert wird durch Einsetzen genauer berechnet. 


u (a, +a,) öcosk, ö 
(k, ö’ = 17 + sin k,ö’ 





















k,ö 
F 5 
a a, 95 (k)'-0000 760 002 5 
12 %? 2 .... 
2 "’(kbra )sin kıd _ 9 158 03, 5 Grad, 















a,+a,i(a+@,)k}ö+(A’ki+ a,a,) sin’k,ö 


In der Ausgleichstemperatur muß der Rest genauer abgeschätzt werden. 







3 
g®- 


sl 


k,ö= 0,027 569 237, k,ö=3,l,. 2. Zeitkonstante = 0,01 






x 






2q E* @r+a er >, akt) 
+0 ),(a,+a)k®?ö+(l’k’+a, a,) sin’k 6% t=1s 





< 12 (e-ait),_ .< 0,000 000 06 Grad. 





3 
Die bestrahlte Begrenzungsebene hat nach 1 s die Temperatur 0,000 84, 6 Grad, nach 2 s die 







6) 
Temperatur 0,001 632 Grad und nach 3s die Temperatur 0,002 430 Grad. 






a, sin’ k,ö—Ak,sink, ö(1 — cosk, ö) 
17 (a, Ta)kRd+ (@kta, a,) sin?’k, ö = — 0,000 055 454 5 35 Grad, 
Die Differenz der Temperaturen in den LTE ist im eu = 


0,164 j 
35 56 


2 PX, sin kö—Aksinkö(l — cosk d) —aktı) | 
nd iM, +a)kö+(#’k’+a, 2) sm’r3e t=1s, 





2q 




























Ö, » 
<z 12a), „< 1,11: 10°? Grad. 
60 0 
Die Differenz der en in den a ® beträgt nach 1 s 0,000 0,9 6 Grad, 







nach 2 s 0,000 059 4 T und nach 3 s 0,000 059 1 Grad. 


8. Wismutplättchen ohne Wärmeabgabe in der nicht bestrahlten Begrenzungsebene. 


Ist die nicht bestrahlte Begrenzungsebene wärmeundurchlässig, so ist 


in? 
(k, 8)? = 0,000 730 4 a1 LUyer BER u” 3 Grad. 
®? ——-+sin?k, ö 















; ’ a 7 
In der Ausgleichstemperatur hat der 1. Summand die Zeitkonstante 3 min 4, S. 
In der Ausgleichstemperatur ist der negative Rest 


21 a, —ak2t - 0,000 041 Grad. 


u “© Lsin’kö 












Der absolut kleinste ME wird durch Einsetzen genauer berechnet. 





















(k, 8) — a,öcos k, ö a6 1 1 
1 ı sınk,ö’ 2 "sink,ö” i 42 
k,d k,d 1 367,833 95 






ın2 
— 0,000 730 810 7, 00 = nn 





—=0,164 364 z Grad. 
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In der Ausgleichstemperatur muß der Rest genauer abgeschätzt werden. 


13 7 53 


k, ö=0,027 033 66 : k,ö =31, ‚ 2. Zeitkonstante = 0,01 48® 


= 2kÖö e Ö . 
24 > 3 (e-aktı) _ < ale, .< 0,000 000 06 Grad. 
my +sin’kö i 


Die bestrahlte Begrenzungsebene hat naclı 1 s die Temperatur 0,000 836 2 Grad, nach. 2s die 
5 
3 


Grad und nach 3s die Temperatur 0,002 42° 


6 Grad. 


Temperatur 0,001 63 


sink,ö(1— cosk, ö) 7 
k,ö (a. + H sin? k, ö) 


2 


“q 





. Grad. 


= 0,000 060 076 69 


Die Differenz der Temperaturen in den Begrenzungsebenen beträgt naclı 1 s- 0,000 059 " Grad, 


# Grad. 


nach 2 s 0,000 059 „Grad und nach 3 s 0,000 059 „ 


Die Logarithmen der Exponentialfunktionen sind mit der Tafel von Ulfilas Meyer 
und Adalbert Deckert, Kempten 1924, Seite 45, berechnet worden. 492 


Mathematische Theorie der Zeit/Menge-Beziehungen 
bestimmter Vergiftungsvorgänge. 
Von Maria-Pia Geppert in Bad Nauheim. 


Es wird der Versuch unternommen, eine bei gewissen kontinuierlichen 
Vergiftungen empirisch gefundene Beziehung zwischen konstanter Infusions- 
geschwindigkeit und Infusionsdauer (bis zum Tode) aus bestimmten An- 
nahmen über die Wirkungsgeschwindigkeit des betreffenden Giftes mathe- 
matisch herzuleiten. Die Untersuchung wird ausgedehnt auf weitere, dem 
Gesetz der monomolekularen Reaktion bzw. dem Massenwirkungsgesetz 
verwandte Annahmen über die Wirkungsgeschwindigkeit. 


Versuchsreihen, bei welchen F. Hildebrandt [3]') Katzen bestimmte Heızgifte mit 
konstanter Infusionsgeschwindigkeit bis zum Eintritt des Herztodes infundierte, haben 
für den Zusammenhang zwischen der konstanten Infusionsgeschwindigkeit a [mg/min] und 
der Infusionsdauer ?[min] mit befriedigender Annäherung die Form eines Hyperbelastes 


Piome SD DEE ir ee es 
ergeben. Diese Beziehung, ein Spezialfall der umfassenderen mit den Schwellenwerten r, u: 
d—-T*-(a—a)=c, 120, a>20, e>0, n>1 ... (Al; 11), 


ordnet sich einem allgemeinen, allenthalben in der experimentellen Pharmakologie für Dosis 
und Reaktionszeit geltenden Gesetz ein’). Es erscheint daher wünschenswert, zu untersuchen, 
ob und aus welchen vernünftigen Voraussetzungen sich die Beziehung (91; 0.0) bzw. (A 1; 1.1) 
zwangsläufig ableiten läßt, und darüber lıinaus eine allgemeinere, formal - mathematische 
Theorie des Vergiftungsvorganges zu entwerfen. 


Zu dem Zweck denken wir uns den Vorgang der Giftinfusion bis zum Tode des Ver- 
suchstieres durch kontinuierliche Funktionen der vom Infusionsbeginn an gerechneten Zeit t 
beschrieben und nehmen an, daß diese Funktionen im Bedarfsfalle alle erforderlichen Eigen- 
schaften wie Stetigkeit, Integrierbarkeit, Differenzierbarkeit usw. besitzen. 


1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Schrifttumverzeichnis am Schluß der Arbeit. 
2) Vgl. die zahlreichen Literaturangaben hierfür in [la], S. 74 bis 96; [1b], S. 123 bis 142; [4J, S. 74 bis 86; [5]. 
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Unseren Ausführungen liegt nun folgendes Schema eines Vergiftungsvorganges zugrunde. 
Wir nehmen an, daß von der im Zeitpunkt ? im Organismus insgesamt vorhandenen Gift- 
menge m(t) ein Teil, die „wirksame Giftmenge“ w (ft), bereits wirksam ist. Der Ausdruck 
„wirksam“ kann hierbei je nach dem vorliegenden Vergiftungsvorgang eine verschiedene Be. 
deutung haben und soll nicht allein die räumliche Zuführung des Stoffes an das zu ver- 
giftende Organ oder Gewebe, sondern darüber hinaus sämtliche physikalischen, chemischen, 
überhaupt physiologischen Prozesse enthalten, die der Entfaltung der spezifischen Giftwirkung 
des betreffenden Stoffes vorausgehen. Nicht alle Vergiftungsvorgänge werden natürlich eine 
reinliche Trennung des im Organismus vorhandenen Pharmakons in nichtwirksame und wirk- 
same Bestandteile zulassen und sich in dieses Schema einzwängen lassen. Diese Einschränkung 
erweist sich als besonders nötig, wenn man bedenkt, daß bei der nur in engen Bezirken der 
Pharmakologie angewandten, dagegen in der bakteriologischen Toxikologie fast ganz unbe. 
kannten Hatcherschen Versuchsmethodik durch die kontinuierliche Infusion des Giftes 
bis zum Tode Ursache und Wirkung in einem komplizierten, i. a. recht wenig durchsichtigen 
Wechselspiel miteinander verquickt werden. 

Es sei also m (t) die im Zeitpunkt t im Organismus vorhandene Menge des fraglichen 
Giftes und w (f) die im Zeitpunkt ? im Körper wirksame Giftmenge. Ferner bezeichne a (t) dt 
die im Zeitintervall £,2+dt verabreichte Giftmenge, also a(t) die Infusionsgeschwindigkeit. 
Vom Versuchsbeginn an wird also in jedem Zeitpunkt £, eine kleine Giftmenge a (t,)dt, ein- 
gespritzt. Diese wird jedoch nach unseren Vorstellungen nicht sofort wirksam, sondern erst 
in den auf £, folgenden Zeitpunkten f,. Den Bruchteil der im Zeitintervall ?,t,+ dt, verab- 
reichten Giftmenge a (t£,)dt,,;, welcher im Zeitintervall f,,?,+ dt, wirksam wird, nennen wir 
g(t,|t,)dt,, mithin 9 (f,|t,) die elementare Wirkungsgeschwindigkeit. Dann ist 


. ta 
BET 5 a we nn» - 6. 
tı 


der bis zum Zeitpunkt £, insgesamt wirksam gewordene Gesamtbruchteil der im Zeitinter- 
vall £,,2,+di, verabreichten Giftmenge a(t,)dt,. Betrachten wir dagegen umgekehrt einen 
bestimmten Zeitpunkt £, so wird im Zeitintervall #,2-++dt insgesamt die Giftmenge b(t)dt 
wirksam, die sich zusammensetzt aus allen denjenigen Bruchteilen der vor dem Zeitpunkt t 
injizierten Giftmengen, die gerade im Zeitpunkt ? zur Wirksamkeit gelangen; im Gegensatz 
zu (t,|t,) nennen wir b(f) die „resultierende* Wirkungsgeschwindigkeit. 
Bedeutet ferner A(t) bzw. B(t) die seit Versuchsbeginn insgesamt verabreichte bzw. 

wirksam gewordene Giftmenge: 

t 

Ady=\ala)de. 
v 


t 


Bi)=\bie)d« . 


so bestehen zwischen den genannten Größen offenbar folgende Beziehungen: 
t 


"Hd=m(O+AMd=m(O)+ | a(x)dx 
v 


t 
b(y= \ala)-plalt)de. 
0 


ty 
v„(d)=w(l)+B()=w(0) +|\\ala)-p(alydazdy 
v0 . 
t 


—=w(0) + ) a(z) B(z|t)dx 
ö 
Aus der Bedeutung der definierten Funktionen ergeben sich folgende Beschränkungen: 
mt)>0, MO, ad)>0, MO, ) 
A)>0, BY)>O, plt)>0, O<Pdalt)sı | 
Schließlich sei die Infusionsdauer bis zum Eintritt des Todes, 


AdD=A. 
die verabreichte Letaldosis, 
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m=m. 
die im Augenblick des Todes vorhandene Giftmenge, 
FE a a Ma ne a er 
die bis.zum Tode wirksam gewordene Giftmenge und 
| DE ee eg, a Fr vr ya 


die wirksame Letaldosis®), d.h. die beim Eintritt des Todes wirksame Giftmenge. 

Aus den Beziehungen (4; 1), (5), (6; 1) erkennt man, daß, sobald außer der durch die 
Versuchsanordnung bekannten Infusionsgeschwindigkeit a(f) eine weitere der angeführten 
Funktionen gegeben ist, also entweder die elementare Wirkungsgeschwindigkeit p bzw. ® 
oder die resultierende Wirkungsgeschwindigkeit ur, sich bei bekannten Anfangs- 
werten m (0), w (0) alle weiteren Größen daraus bestimmen. 

Dies alles gilt zunächst nur für den Zeitraum, in welchem noch keine Entgiftungs- 
erscheiungen entgegenwirken. Tritt aber der Vergiftungstod so spät ein, daß bereits Ent- 
giftungserscheinungen berücksichtigt werden müssen, so müssen zwei weitere, ebenfalls nicht 
negative Funktionen gegeben sein: der Bruchteil x (t,],)dt,>0 der im Zeitintervall £,,2,+dt, 
zugeführten Giftmenge a (t,)dt,, welcher im Zeitintervall t,,t,+ dt, aus dem Körper ausge- 
schieden oder durch chemische Veränderungen unschädlich gemacht wird, mit 


ta 
0<sxXt,ld)=lxtilWdysi.....:.22.. (2) 
tı 


und der Bruchteil y (£,|t,)dt,=0 der im Zeitintervall £,,t,+dt, wirksam gewordenen Gift- 
menge b(t,)dt,, welcher im Zeitintervall ?,,t,+ di, aus dem Körper ausgeschieden ‚oder durch 
Gegenmaßnahmen des Organismus endgültig ‘unschädlich gemacht wird, mit 
tz 
os reyelyeidäyst. -.:...:..°.2. 0 
tı 


Bezeichnet man mit v (t)dt bzw. w(t)dt die im Zeitintervall {,2+dt unschädlich gemachte 
wirksame bzw. überhaupt vorhandene*) Giftmenge und mit V(f) bzw. U (ft), die seit Versuchs- 
beginn insgesamt entgiftete wirksame bzw. überhaupt vorlıandene Giftmenge, so treten, da 
sich A(t) und B(t) jetzt nicht melır mit m (t) — m (0) und w (ft) — w(0) decken, und wegen 


t 
Hmle@)-zaldde 20.......2. 2.22.00) 
N 


t t 
Ud)=|u@)dz=\la@)-Xa)de>20 ........ da), 
v v 


t 
vHolbe)yalddze20 .......:.2 2.2.2. (U 
v 


t t 
„vH=\lv@)dz=|bia)- Feeyde>0. ........ (16) 
vu 1) 


an die Stelle von (4; 1), (6; 1) die allgemeineren Beziehungen: 


» 
n")=m()+AHN—- U)=ml0)+ |alc)-1— X (|) de 
u 


- | 
»Ü)=n(0)+ Bi — V)=w(0) + | bie). ı1— Pleltyde 
u 


die sich für 
() 


(14; 1’ bis 15; 1) 


auf 


und (4; 1), (6; 1) reduzieren. 


3) Nur unter der weiter unten angeführten Annahme (I), daß keine Entgiftungsvorgange entgegenwirken, deckt 
sich w(t) mit B(t) und mithin © mit B,. 

4) v(t)dt ist also ein Teil der in dem betreffenden Augenblick wirksamen Giftmenge w(t),u(t)dt dagegen ein 
Teil der im Augenblick t im Organismus überhaupt vorhandenen Giftmenge m (t). 
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Im folgenden legen wir die vereinfachende Annahme (I) zugrunde, die bei nicht allzu 
großer Infusionsdauer t statthaft ist, da man wohl annehmen darf, daß die Entgiftungsquoten y 
und y, und damit « und », erst mit zunehmender Zeit anwachsen und für kleine £ mindestens 
näherungsweise vernachlässigt werden dürfen. 


Die Annahme, daß die Funktionen 9, %, y nur von den beiden Zeitpunkten f,, £, selbst abhängen, 
bedeutet bereits eine ganz wesentliche Einschränkung. In Wirklichkeit liegt die Vorstellung näher, daß 
9%,%,y auch von den in diesen beiden Zeitpunkten vorhandenen und wirksamen Giftmengen m (t,), 
w (t,), m (t,), w(t,) abhängen. Die augeschriebenen Beziehungen behalten zwar dann bei sinngemäßer 
Einfügung der Parameter m (t,) usw. ihre Gültigkeit, sind aber i.a. kaum zur Bestimmung von «(t) 
zu gebrauchen; denn selbst, wenn 9, %, y nur von m (£,) und % (£,), aber nicht von m (t,), w(t,) abhängen, 
sind dann schon im einfachen Falle (I) d(£), w(£) Lösungen u. U. sehr komplizierter Integralgleichungen. 
Andererseits wäre es sogar denkbar, daß 9,x,y von dem Gesamtverlauf der Funktionen m (f), w (£) im 
gesamten Zeitraum (£,,t,) abhängen; in diesem allgemeinsten Falle sind aber die entsprechenden Be- 
ziehungen zwischen den definierten Funktionen auch formal schwerlich zu erfassen, also kaum praktisch 
verwertbar. 


Wird nun das Gift mit konstanter Geschwindigkeit 


Te 
oder noch allgemeiner mit einer potentiell variierenden Geschwindigkeit 
at)= a; tk, a, >00, Re a NN (Bk) 
infundiert, so ist im Zeitpunkte t die Giftmenge 
"Ü=mMM+AN—mIO ee j 
n"dü=m()+Al)=m(0)+ k+1 la a 2 
vorhanden und die Giftmenge 
t 
„(en (()+ar-\ar-Dlal)de. . . . 2.0.0.0. (6; 1k) 
v 
wirksam. Die verabreichte Letaldosis beträgt daher 
FR TE, bi ; 
J=i=- ki (8; 1.k) 
und die wirksame Letaldosis 
t 
R=end=wll)+a,: ak. B(x/dde. ee ee 
v 


Erteilt man in einer Versuchsreihe bei den verschiedenen Tierversuchen der Konstanten a; 
verschiedene Werte, so ändern sich entsprechend auch die zugehörigen Absterbezeiten 2. Die 
Bestimmung dieses zwischen a; und Z bestehenden Zusammenhanges erfordert noch die 
Kenntnis der jeweils wirksamen Letaldosis ». Und zwar legen wir die außerordentlich ein- 
leuchtende Annahme der konstanten wirksamen Letaldosis, d.h. die Annahme zugrunde, daß 
der Vergiftungstod eintritt, sobald im Organismus eine bestimmte, von der Versuchsanordnung 
unabhängige, für das Versuchstier spezifische, wirksame Letaldosis 


RE TEE 
erreicht ist. 


Diese auf den ersten Blick höchst plausibel erscheinende Hypothese (Il) ist freilich durchaus 
nicht selbstverständlich und stellt zweifellos eine ziemlich brutale Vereinfachung der tatsächlichen Vor- 
gänge dar. Denn einerseits ist bei manchen Giften der Vergiftungstod durchaus nicht das Äquivalent 
eines einzigen ganz bestimmten physikalisch-chemischen Zustandes, sondern, insbesondere bei ver- 
schieden großen Giftmengen, die Folge recht heterogener Absterbevorgänge und entsprechender Organ- 
veränderungen (vgl. Prigges [6a] Resultate über die Wirkungen des Diphtherie-Giftes bei ver- 
schiedener Dosierung). Andererseits ist selbst bei Vergiftungsvorgängen, welche dieser Einwand nicht 
trifft, bei welchen also der Tod stets durch einen eindeutigen, gleichartigen Vorgang ausgelöst wird, 
die wirksame Letaldosis iv i.a. vermutlich nicht streng konstant, sondern von Erbfaktoren, :assischen 
und konstitutionellen, jahrszeitlichen Faktoren und anderen Umweltfaktoren abhängig. Tiotzdem er- 
scheint eine Prüfung der von uns zugrundegelegten schematischen Vorstellung und ihrer Konsequenzen 
von mathematischer Seite her nicht überflüssig, sei es auch nur, um spätere Irrwege zu vermeiden oder 
diese einfachen Annahınen ad absurdum zu führen. Jedenfalls kommt dieser Untersuchung für die- 
jenigen Spezialfälle, in denen die erwähnten Voraussetzungen über die Eindeutigkeit des Vergiftungs- 
vorganges wenigstens in roher Annäherung brauchbar sind, mindestens eine beschränkte Gültigkeit zu, 
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zumal die interindividuelle Streuung der wirksamen Letaldosis duich Beschränkung auf rassisch und 
konstitutionell sehr einheitliches Versuchstiermaterial und durch Vereinheitlichung der Versuchs- 
bedingungen sich wohl erheblich herabsetzen läßt (vgl. Prigge [6b,c]), so daß der bewußte Verzicht 
auf stochastische Erfassung der Variation der wirksamen Letaldosis zumindest in grober Näherung 
theoretisch gerechtfertigt erscheint. 


Unter der Hypothese (II) ergibt sich die funktionale Abhängigkeit zwischen a, und ? 
prinzipiell aus (11; 1.k) 





? 
re Slelddz= Fi . -» .»... . . (U; 2) 
h 
zu 
„(rin cwi 16; 2.k 
dx Ba "MM .. 00 
Wegen , 
t 
Ard_n BÜD+\A-P@ldde>0.... . . (1; 2K) 
ö 


ist die Absterbezeit ? eine monoton wachsende Funktion des Kehrwertes der konstanten 
Infusionsgeschwindigkeit a bzw. des Kehrwertes von ax: 


en W— (0) Bee 
=) | (11; 2.k®). 
Die Gestalt der Funktion aa und der sich aus ihr ergebenden Funktion 

= Dr (W ax) ae a a ge (16; 2. k*) 


wird durch die Form der elementaren Wirkungsgeschwindigkeit p bzw. ® als Funktion von t, 
und t, bestimmt. 
Die einfachste Annahme einer von der Zeit unabhängigen konstanten elementaren 
Wirkungsgeschwindigkeit 
1 





o(tit)=C, für 0st,-4,SG Dr a ee 
mithin : 
Blt,t)=C-(t,—t) für 0<,—-1,<7 (€ 0), 
führt über 
W-n0) c.f*? 
% dkrok+' (11; 8) 
zur Beziehung 
„pr EINES WO .... . a 
im Falle konstanter Infysionsgeschwindigkeit also zur Relation 
a. = -[W- (0) kantiun nis wib ai 


die einen Spezialfall von (A 1; 0.0) darstellt. 
Allgemein sind konstante Infusionsgeschwindigkeit a und Infusionsdauer ? durch eine 
Beziehung der Form (41; 1.1) verknüpft, wenn ® der Integralgleichung 
t 


ee y . — n 
\Beinaz=* w(0)]-(t— 7) 


rer We rer 





v 


genügt. Da Ött, |8,) für t,>t, vom Werte 0 anfangend mit wachsendem £, monoton wächst, 
folgt hieraus für die unterhalb des Schwellenwertes ı gelegenen Endzeiten b, EG die 
Bedingung .- 


Sltt)=otilt)=0 für 0S4,<sh<tT......:.. (E1. 
Deutet man t,, £, als rechtwinklige Koordinaten, so besagt sie, daß ® (ft, |t,), welches i. a. im 


zweiten Oktanten (t,>t,=0) der Ebene von 0 verschieden ist, auch in dem Dreieck mit den 
Ecken (0,0), (r,r) (0,7) verschwinden muß (vgl. Bild 1). 
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Es liegt nun nahe, diejenigen Lösungen von (D 1) aufzusuchen, die nur voh der seit der 
Injektion des betreffenden Giftelementes verflossenen Zeit (t, — t,) abhängen, also die Lösungen 
der Form . 


DER + sr ur rn nn + RR 
Aus der Erklärung (1) von ® folgt ohne weiteres, daß die Bedingung (III) sich mit 
a a nee, 


deckt. 
Die Bedingung (€1) pflanzt sich für solche Lösungen auf den von der Geraden t,=!t, 
und ihrer Parallelen {,=t,+ begrenzten Parallelstreifen fort: 


Ptit)=Pl,—t)=0 für0osl,—tSt...... 0. (Ei; 
und Differentiation von (D®1) nach { liefert dann 
„n_[W-nr0)]-e:n-.(d,—t—ı" _ 
B(t,it)= GEL Pre für OStst,—t. 
Diese Lösung ist brauchbar, d. h. erfüllt, wie man leicht sieht, die Bedingungen (7): ® wächst 








1 
x = 2 
für Ostst,—t,<stH+ en" monoton, bleibt also für genügend kleines 1, —t,>2r auch 
unterhalb des Wertes 1. 
Das Gesetz 
0 für O<t, —t, Sr, . 


®(t,lt)= [W—w(0)]- c.n-(t,—t, — 1)! 
[a (, td" +el’ 





e(n — nl" | (€1;1) 


für 0<stst,—t,<SsıH an+i) 





bzw. 
e(t,lt,) 








für OSt,-t,St, N 
türen (4 ofen Hals Diß-4 eu Ar en 


ar 
9] yar 0<TSt,-4<ı+ 





[a (,-1,—-1)"+c}’ a(n+1) 


liefert also die einzige nur. von dem seit der Injektion verflossenen Zeitintervall (f, — t,) ab- 
hängende elementare Wirkungsgeschwindigkeit, die unter den Annahmen (T), (II), (80) auf 
eine Beziehung (X 1; 1.1) zwischen konstanter Infusionsgeschwindigkeit und Absterbezeit führt. 
Im speziellen Fall «a=0 läßt sich eine weitere, in (&1; 1) nicht enthaltene, aber (€ 0) 
als Spezialfall umfas..nde Klasse brauchbarer Lösungen von (D1) angeben (vgl. Bild 2): 

0 für Ost, St, . 
Pl. für era) E29 
bzw. 

rar -[ für Ost,<Str, 
WW ca, pr, der, W+r—n] für 0<r<t<t, 
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Gum Du Su DENE. nn ne 


len 


Sie führt mittels 
: [W—-»(0)- P(p+r+2% 
d—TPtetrti.C-P(p+1)-T(ir+1) 


auf eine Beziehung der Form 
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deren Konstanten n;, c sich mit Hilfe von 


n=p+tqg+tr-+l1l, | 
_[W-w (0)]- T(p+r+23 . . . . . . . . (& 2) 
ren Porn 


aus denen von (& 1; 2) berechnen. 
Das in (EC 1; 2) enthaltene spezielle Wirkungsgeschwindigkeitsgesetz 


_g0 für OSt,<St, _ 
Pte. — ir wet (€1;3) 
bzw. 
1, für Ost, Sr, e“ 
Pu) crkt,—ty-1 für osısiı, | (€1; 3), 


welches natürlich auch auf eine Relation der Form (41; 1.0) führt, wobei sich seine Konstanten C, r 
mit Hilfe von (&2) aus denen von (X 1;1.0) zu 


r=n—1, 

c-W-wO])-r+1 | ru ei 
c 

bestimmen, ist nur, wenn der zeitliche Schwellenwert =0 ist, in dem Gesetz (&1; 1) inbegriffen, da 

es nur in diesem Falle die ausschließliche Abhängigkeit von (£,— t,) gewährleistet. 

Da selbstverständlich die Gesetze (E1;1) bzw. (€E1;2) und (E1;3) nicht die einzigen 
Lösungen der entsprechenden Integralgleichungen (D1) sind, also nicht die einzigen zu der 
empirisch gefundenen Beziehung (A1) führenden elementaren Wirkungsgeschwindigkeiten 
sind, ist bei den Schlußfolgerungen, die man aus der Berechnung einer solchen auf Grund 
einer empirisch gefundenen Relation (A1) zieht, Vorsicht geboten. Unter Umständen läßt 
sich zwischen zwei zur selben Relation (A1) führenden - bzw. g-Ausdrücken eine ein- 
deutige Entscheidung treffen durch Heranziehung weiterer Versuchsreihen, bei denen der- 
selben Tierspezies' das gleiche Gift nach irgendeinem anderen Infusionsgeschwindigkeits- 
gesetz a (t) als (®0), also nicht mit konstanter Infusionsgeschwindigkeit, verabreicht wird. 
Um z.B. zwischen den beiden zur empirischen Beziehung (W1; 0.0) führenden Ausdrücken 


[W—-n(0)]-n 
C, 


D(t,t)= et he : ii 


und 

P(tt)=C-R-.14.(,—t), BELLE : ;: . =: Eh 
zu entscheiden bzw. einen von ihnen oder beide zugunsten einer anderen unbekannten ele- 
mentaren Wirkungsgeschwindigkeit ablehnen zu können, müßte man über mehrere Versuchs- 
reihen verfügen, bei denen das Gift jeweils mit einer nach (®k) in der Zeit variierenden 
Geschwindigkeit a(£) verabreicht wird, wobei k verschiedene natürliche Zahlen bedeute. 
Denn der Ansatz (C 1; 1.0) führt dann zur Relation 

zn+k__ PR +k) ; R 
ax: t "CPGIDTOSD”® + >. (16; 5.1), 

der Ansatz (C 1; 2.0) dagegen zu 


IR a huiichle Le. (O)-T(p+r+2+k) 


T(r +4): "(p+i1+k) 
oder bei Berücksichtigung von (&3) zu 


n+k_, I p+r+2+k) Pip+1) _ .5 
art C- T (p+r+ 2)- T (p+i+%) BE . 6.4. > (16; 5.2). 
Ist also (€1;1.0) gültig, so müssen für verschiedene k die zugehörigen Konstanten c, der 
Relationen (16; 2.k) die Bedingung 


T’(k+1) Zu c 


IR EIFH TED ne ne er OD 
erfüllen; gilt dagegen (EC 1; 2.0), so muß 
anzsr Mesieiieen = 
CK T(p+r+2+k) Tp+r ET Su a a 


erfüllt sein. Auf\diese Weise ist wenigstens theoretisch ein Kriterium zur Bestätigung oder 
Ablehnung der Gesetze (€ 1; 1.0) oder (€ 1; 2.0) geschaffen. 
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Dieses Vorgehen läßt sich im Bedarfsfalle ohne weiteres auf andere elementare 
Wirkungsgeschwindigkeiten und andere Infusionsgeschwindigkeitsgesetze übertragen. Die 
unbekannte wirksame Letaldosis W läßt sich jedoch auf diesem Wege selbst unter Hinzu- 
ziehung weiterer Versuchsreihen mit noch allgemeineren Infusionsgeschwindigkeiten i. a. nicht 
bestimmen, da sie immer mit dem konstanten Faktor von ® verquickt auftritt. Um ® bzw yo 
aus einem beobachteten Gesetze (A) tatsächlich zahlenmäßig bestimmen zu können, ist es 
vielmehr erforderlich, W bzw. W—w(0) aus irgendwelchen anderen Messungen oder Be- 
rechnungen zu kennen. Z.B. wäre es denkbar, W aus der Überlegung zu bestimmen, daß 
der Tod dann eintritt, wenn jede oder ein bestimmter Teil aller Herzmuskelfasern mit genau 
einem Molekül des Giftes beladen ist. 


Kehren wir nun zu den Grundgleichungen (4; 1), (5), (6; 1) zurück. Statt von der ele- 
mentaren Wirkungsgeschwindigkeit 9 bzw. ® auszugehen und alle Größen auf a(t) und 
zurückzuführen, kann man auch von der resultierenden Wirkungsgeschwindigkeit b (t) m 
ausgehen und alle Funktionen aus a(f) und b(t) bestimmen. Dieses Vorgehen empfiehlt 
sich, wenn besondere Annahmen über die resultierende Wirkungsgeschwindigkeit gerecht. 
. fertigt sind. 


So könnte z. B. die in gewissem Sinne der Hypothese einer „monomolekularen“ Reak- 
tion analoge Annahme berechtigt erscheinen, daß die resultierende Wirkungsgesch windig- 
keit b(t) jeweils der im Organismus vorhandenen, aber noch nicht wirksam gewordenen 
Giftmenge proportional sei: Diese Annahme führt zu dem Ansatz 


dw (f) 
dt 


Entsprechend würde die für gewisse Pharmaka ebenfalls plausible umgekehrte Annahme zu 
prüfen sein, daß 5(t) lediglich der Anzahl oder Menge der vom Gift noch nicht angegriffenen 
Herzmuskelfasern oder Moleküle des betreffenden Gewebes oder allgemein jeweils der (um 
einen positiven Überschuß e >0 vermehrten) Giftmenge proportional sei, die bis zum Ver- 
giftungstod noch wirksam werden muß; ihr entspricht der Ansatz: 


dw (f) 
dt 


=K-m)-wÜ)l;, K>0 ... 22.222.292). 


=K-[W+te—- nl), K>0, e>0.......(99. 


Dem Massenwirkungsgesetz entspricht schließlich die vermittelnde Hypothese, nach welcher 
die Gesamtwirkungsgeschwindigkeit sowohl der noch nicht wirksam gewordenen Giftmenge 
als auch der zum Vergiftungstod noch notwendigen um e vermehrten Giftmenge propor- 
tional ist: - 

dw (tf) 


1 KE-ImY—nd)-[W+e— md], K>0, e>0 . (3). 


In den Ansätzen (33) und (4) ist die Einführung der Konstanten e>0 aus folgendem Grunde 


nötig. Wie man durch Umformung der beiden Ansätze in 


Arlognat[W + w@)=—K. rer Gpilingervaii (i, - bi 
Szlognat[W + u] =—K-Im()— wi) Er aalupe, Se Ma 


erkennt, würden sie für e=0 außer in trivialen Fällen notwendig zu einer unendlichen Absterbe- 
zeit £ führen, d.h. der Vergiftungsvorgang würde nur asymptotisch, nach unendlich langer Zeit zum 
Tode führen. Selbstverständlich hängt der Überschuß e aufs engste mit der Absterbezeit 2 zusammen; 
im Falle des Ansatzes (3 3) läßt sich diese Beziehung (s. unten, (2.3)) explizit angeben. 


Es ist ‚leicht einzusehen, ‚daß unter den Annahmen (TI), (II), (80) keiner der drei An- 
sätze mit einer Bezieliung der Form (41; 1.1) zwischen konstanter Infusionsgeschwindigkeit a 
und Absterbezeit.? verträglich ist. Denn die (A 1; 1.1) entsprechende Integralgleichung (® 1) 
ergibt, in (6; 1) eingesetzt, die wirksame Giftmenge: 


(K), 





w (0) für OStst, 


alt—T)"+c 
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die keiner der Differentialgleichungen (% 2), (33), (34) genügt, sondern die Diffential- 


gleichungen 
dw(l)  cn-[w(l) — w (0)] 








dt “ (d-)-[ealt—"+e] 81;1) 
dw) en: mid — (of an 
1 "oIW- Old gr a are 


befriedigt. 


Bei konstanter Infusionsgeschwindigkeit (80) lautet im Falle (% 2) für die inhomogene 
lineare Differentialgleichung 1. Ordnung 


mO_K-mO+at- ml). REED IE, 
das allgemeine Integral 
dent)... RN), 





welches, in (6; 1) eingesetzt, für ® die Integralgleichung 


1 m(0) — m (0) 


£ = |a-e-#9 . en 


t 
\v@maz=1-| 


liefert. Durch Einsetzen von (82) in (5) oder durch partielle Differentiation von (®2) er- 
gibt sich die entsprechende Integralgleichung für p: 


t 
\v@igaz=1-|1- 71m mw Ol} -e-&. 5 ar 2 Me 
vu 
aus der man sofort erkennt, daß nur, wenn 
WE et ne ae er 
ist, Lösungen 9 existieren können, die in ,=t,=0 nicht singulär sind. Gilt (IV), so ge- 
winnt man für die vereinfachte Integralgleichung 


t 
vahdsmi—erl! .. .. 22... (DD 
0 


die einzige Lösung der Form (III) wiederum durch Differentiation: 


BEER , ie 5 > se 
Slti)=1-e-Eh-H) . . 2.222.202. (E51). 
Die allgemeinste Lösung von (D2; 1) erhält man in der Form 
ol )=K-e ke) Lili) - » 2 2020er (EN 
wo f(t,|t43 Lösung von 
t 
\r@alt)dz=0 
ö 


ist. 
Die Beziehung, die im Falle (2) zwischen konstanter Infusionsgeschwindigkeit a und 
Absterbezeit t besteht, ergibt sich direkt aus (R2) zu 


a. ga 0-89) +m Q-wO]-d-e-d= W-m(). Er u 


fällt also nicht unter den allgemeinen Typus (W1;1.1) und stimmt nur im Falle (IV) in 


erster Näherung für kleines ? mit der bei konstanter elementarer Wirkungsgeschwindigkeit 
geltenden Beziehung (16; 3.0) überein. 


Das allgemeine Integral der inhomogenen linearen Differentialgleichung (3) lautet 
„d=Wre-[Wre—wl))-e-K ... 22220. (RI). 
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Während die Ansätze (%2) und (4) die vorhandene Giftmenge m (t) explizit enthalten und 
daher in diesen Fällen die wirksame Giftmenge w (f) wesentlich von der Infusionsgeschwindig- 
keit abhängt, ist im Falle (%3), wie (83) zeigt, w(f) von a(t) völlig unabhängig. Durch 
Einsetzen von t=? erkennt man aus (83), daß zwischen der Absterbezeit ?{ und dem Dosis- 
überschuß e die Beziehung 


| W+e— w(0) r 
t= 7 log nat — (2 3) 
oder vw m ; 
m * 
e= rd er + sau euere 
besteht. 


Wird nun das Gift nach dem Gesetz (®k) infundiert, so erhält man durch Einsetzen 
von (83) in (6; 1.k) für die elementare Wirkungsgeschwindigkeit @ bzw. für ® die Integral- 
gleichung 


t 


ar m —o-äKt 
\t- Dei) ae FERN u ey = w = (0) ee. . (D3;k) 
0 
bzw. 
FE m RE Kt 
R ou0+ |. Paddae-HFrN. Kg... m Mr Ken, .. 850) 
0 


Diese zeigt, daß dann jedenfalls p (i,|t,) in ,=t,=0 singulär sein, d.h. daß die elementare 
Wirkungsgeschwindigkeit zu Beginn der Giftinfusion beliebig groß sein muß. Nochmalige 
Differentiation von (D3;k) nach t zeigt, daß die Annahme (III) nur mit k < 0 vereinbar ist, 
während sie für k=0 ad absurdum führt. Gilt demnach der Ansatz (%3), so kann 
im Falle eines Infusionsgesetzes (®k) nur, wenn k<POist, die elementare 
Wirkungsgeschwindigkeit der Annahme (III) genügen; für alle anderen 
Werte k>0 muß die elementare Wirkungsgeschwindigkeit @(f,|t,) notwendig 
von beiden Zeitpunkten #,, t, gesondert abhängen. Im Falle k<0O muß nach 
dem oben Gesagten 9 (t,|t,), wenn es (III’) erfüllt, stets für i,=t, beliebig groß sein; d. h., 
wenn die elementare Wirkungsgeschwindigkeit (t,|t,) nur von der seit der Injektion des 
betreffenden Giftmengenelementes verflossenen Zeit (f, —t,) abhängt, muß in diesem Falle 
bei jedem Giftmengenelement das Wirksamwerden bereits im Injektionszeitpunkt t, stoßweise 
einsetzen (wie es z.B. bei (C1; 3’) mit r<_1 der Fall ist). 


Der allgemeinere, dem Massenwirkungsgesetz entsprechende Ansatz (% 4) stellt eine 
Riccatische Differentialgleichung dar und läßt sich nicht allgemein integrieren. 


Betreffs Zahlenbeispielen sei zwecks Raumersparnis auf [2] verwiesen. 
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Über die Berechnung der Koeffizienten einer in der instatio- 
nären Tragflügeltheorie auftretenden unendlichen Matrix”. 
Von Rudolf Glaser in St. Gallen, Steiermark. 


Es handelt sich um den Ausdruck des Koeffizientenschemas, das in der 
allgemeinen Formel für den instationären mittleren Widerstand einer 
schwingenden Trayfläche auftritt und für die Theorie von besonderer 
Wichtigkeit ist, in einer Form, die auch für die numerische Berechnung 
geeignet ist. Die Durchführung geschieht mit Benutzung Besselscher 
Funktionen und führt zu schnell konvergenten Reihenentwicklungen. 


1. Einleitung. 


In seinen beiden Arbeiten: „Vortrieb und Widerstand“ (Z. angew. Math. Mech. Bd. 19 
(1939), S. 65 bis 68) und „Zur Theorie des Schwingenfluges“ (Sitzungsberichte der Berliner 
Math. Gesellschaft XXXVIIL und XXXIN. Jahrg., S. 64 bis 71) entwickelt W. Schmeidler 
eine Näherungstheorie des periodisch bewegten Tragflügels unter Benutzung der Methode der 
unendlich vielen Veränderlichen. In der erstgenannten Arbeit werden Formeln aufgestellt 
für die Größe des mittleren Vortriebes sowie des auf dem ablaufenden Wirbelband beruhen- 
den instationären mittleren Widerstandes. Es ergibt sich für den letzteren eine unendliche 
Hermitesche Form der durch die Zirkulationsverteilung bestimmten Fourierkoeffizienten z,. 


in a 
Winst u? = i 
= — | ne a 
0 fe) — 
v,s=1 
mit 
.. 
= 2 
db, = I kilearl)ersle) Herr t)erslWlsinudu. .» » 2.2.0.0) 
k l I) 
und 
> 
9 _irh 
3 5 a . 
arW)=—:\e a era AN ee 


0 
Dabei sind: b die Spannweite des Flügels, die sich in der y-Richtung erstreckt, » die Kreis- 
frequenz der Schwingung, « die horizontale Fluggeschwindigkeit. 


Li Ag ° u \ D - ) 
Unter der Annalıme, daß „ eine kleine Zahl ist, hat Schmeidler ferner in der Arbeit 


„Zur Theorie des Schwingenfluges“ eine Integralgleichung für die unbekannte Zirkulation 7'(y) 
hergeleitet, die für »„>0 in die bekannte Prandtlsche Zirkulationsgleichung übergeht. 
Der Ansatz 


ao 
P’(y)=2bu $z,sinrg 

r=]1 
führt auf ein unendliches Gleichungssystem für die gesuchten Fourierkoeffizienten z,, dessen 
Matrix in enger Beziehung zur Matrix (b,,) der früher erwähnten Hermiteschen Form steht. 
Schmeidler hat gezeigt, daß die Matrix (b,,) eine beschränkte Reziproke hat. Dadurch ist 
auch, wie sich zeigt, das erwähnte Gleichungssystem für die Koeffizienten eindeutig auflösbar. 
Aus diesen Bemerkungen ergibt sich, daß für die praktische Anwendung dieser Theorie 
eine mathematische Darstellung der Elemente b,, von grundsätzlicher Wichtigkeit ist, die 


die wirkliche Berechnung der b,, für gewisse in Frage kommende Werte = möglichst 


einfacher Weise gestattet. 
In der vorliegenden Arbeit wird die Matrix mit Hilfe von Besselschen 
Funktionen durch schnell konvergente Reihenentwicklungen dargestellt 


und die numerische Berechnung der b,, mit ungeraden Indizes bei sym- 
metrischer Zirkulationsverteilung treten nur diese in Erscheinung — [für 
vl 


Ei, 2 IE wi * 
einige Werte vonw= “ bis r=s=7 durchgeführt. 


*, Die vorliegende Arbeit wurde in etwas anderer Fassung von der Technischen Hochschule Breslau als 
Dissertation angenommen. 
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2. Übersicht. 
Setzt man a—jt, so ergibt sich für (3) 


n 
BE 
Ckr(u) =7\e e-ixcosycigtsinkpsinrpdp 
0 


oder 
Ckr(u) -ı \ e-ixcospetgu ons (k— r)pdp — \ e-ixeosyetguong (k+r)od e\ \ 
0 0 
Durch Anwendung der Hansenschen RER der Besselschen Funktionen 


ei?c089 cosnpdy 


—, 


el 
u 
erhält man hieraus 


ru) (RT In r(wetg u) (Kt Inurlactg u) 
und damit 


rl) rs) IE rlactg u) In-s (x ctg u) it’ In_r (le etg u) Ins (x ctg u) 
— (UN Igyrlactg u) IE-s(wetg u) + (U Ik yrlactgu) Inrs(@ctg u). 
Für CkrCks+ CkrCxs sind daher 2 Fälle zu unterscheiden 


1. r=&$s(2), 
dann ist CgrCx, rein imaginär, daher ck,Cks+CkrCks—=0 und damit 
a a, Te Bine yigg 
2.r=s(2). 


Dann ist ckrCxs reell, daher 


Ckr(u) Cks (u) + Ckr (1) rs (u) 


or 


=2(—1) 2 (Ir ctg u) Ins (x ctg u) (1 In_r (&ctg u) Ir + s (X etg u) 
NV Ikırctgu)Ie-s(wetgu)+IEır(wctg u) In + s (X ctg u). 
Daraus erhält man, wenn man 


x? 


5 
Fun (2)= 5 | Im(zetgu) In(zeigu)sin udu re 
0 


setzt, in Hinblick auf (2) 


s—r _ 
b,,=2(—1) * » 2, kKi{Fı-n.x-s—(-V" Fincas (-V Frınk-st+t Fein k+st (6). 


Nach (4) und (6) hat die Matrix (b,,) folgendes Aussehen 
en 
LU ERre e 
EEE WER 
| I 


B: % . . . . . . || 


wobei b,,=b,- ist. 


Einführung einer neuen Integrationsveränderlichen in (5) durch die Gleichung t= x ctg u 
ergibt 


Im) In (t) 


Fa) = ( Va! + #3 dt rt : FR (7). 
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Im nächsten Abschnitt der vorliegenden Arbeit wird das Integral (7) genauer unter- 
sucht. Es wird dort nämlich versucht, b,, für. gegebene Werte x gliedweise zu berechnen. 
Zu diesem Zwecke wird ein der numerischen Rechnung zugänglicher Ausdruck für (7) auf- 
gesucht, eine mit logx behaftete Reihenentwicklung in x. Es zeigt sich jedoch, daß die 
Reihe (6) so langsam konvergiert, daß eine für. praktische Zwecke in Frage kommende Ge- 
nauigkeit auf diesem Wege nur schwer erreicht werden kann. 

Im vierten Abschnitt wird daher ein anderer Weg eingeschlagen. Es werden in (6) 
unter Berücksichtigung von (7) Summen- und Integralzeichen vertauscht. Dann wird die unter 
dem Integralzeichen stehende Reihe summiert und schließlich die Int@gration vollzogen. Man 
erhält dadurch für b,, eine gut konvergierende mit log x behaftete Reibenentwicklung in x, 
aus der sich für gegebene Werte x b,, mit beliebiger Genauigkeit berechnen läßt. 

Der letzte Abschnitt besteht im wesentlichen aus einer Tabelle für b,, für einige Werte 
von 22=w, und zwar für r,s=1,3,5,7. 




















3. Reihenentwicklung für Fı,n (z). 


Es wird hier ein von Watson (Theorie of Bessel functions, Seite 383 (V)) empfohlener 
Weg eingeschlagen. Ersetzt man in (7) das im Integranden. stehende Produkt J„(t) J„ (t) mit 
Hilfe der Neumannschen Formel (Watson: Theorie of Bessel functions, Seite 150) 


4 


2? 





2 
Hau d=— | Ir. @200sp)eosip- pdf 
ö Rp+g>-—I1, 
so erhält man 
Fanta, Va sim mode a 
0 


das Integral 


re ? oos(m—n)pat 


konvergiert offenbar gleichmäßig in @ für 0<p<5, daher darf in (8) die Reihenfolge der 


0 


Integrationen vertauscht werden. Also erhält man 





2 Imın(2t 
Fa) 2 | dp | Va oos(m—n)pdt BE 
0 0 





auf das innere Integral wird jetzt die Beziehung 


2 ee lMar-ia, (ey —T,iey) ,Gzy) 


7T 


2 xz=0 y>0 Rm)>—z 


angewendet (Nielsen, Handbuch der Zylinderfunktionen, Seite 214). Man erhält nämlich 
daraus durch Differentiation nach x 


9 £8 24 =. . 2 ; ; 

= Yan dt Er ey hey) ir 

0 

= —f,(xy) 
und damit aus (9) 
Fr} R 
| Fmen 2) =— [fmy „(2608 p) cos (m — m) pdp at 2 
2 





fm+n läßt sich durch die bekannte Reihenentwicklung für die Produkte von 2 Besselschen 





3 
Funktionen leicht ausdrücken (Watson: Theorie of Bessel functions, Seite 147 u. 148). 
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ilt 
wie 11 K(-1k 1)!2x/2 12-2 
w _ _ — x —1)!3%[2%\[2\°*%- 
Meosn=7,| ae) er legt 
„—1 Rei 
o [z\2k +2%—2 ; 
+» > a Bra | 
» 11 . 2 07 
. .—0 e +1 ? m Die 
x c0Sp gen 
2& +22)(- 21085? —2yl@k+2x+1) Rei 
+y(l2k+x +) +2y(k+x+D)+y(+ n)-2]} 
Nun kann man (12) in (11) einsetzen und gliedweise integrieren, wie man ohne weiteres er- in 
kennt. Es treten dabei Integrale folgender Art auf a 
j 
| cosm trt2rpcos(m—n)pdp, (M, 
0 
n L 0, Be 
2 ’ 
m+n-+ 2x =. 
| cos p cos (m ") plogeospdp. 2 
Das erste der beiden Integrale läßt sich durch die /-Funktion ausdrücken. Es gilt (Watson: 
Theorie of Bessel functions, Seite 150) 
n 
? Tk+0+2s+1) Anı 
A+0+28s ER ER I... o 8 
jo p cos ( o)päy P+HGHPg+S+1)T(o+s+1) im | (DB) 
Ri+o)>—1 s=01... 
Ersetzt man hier A und o durch Ä+h bzw. o-+h, differenziert nach k und läßt dann h>0 
gehen, so erhält man eine 
n We 
E1 Tü+o+2 Übe 
P er n o+2s-+]1) Ni 
2| eost+ "rpeos(l—o)plogeospdp=grFsFHH fg TloFsFT) (14). (Ni 
0 . 
(2y@+o+2s +) yl+s+l)—y(o+s+1)— 210g 2} 
Man erhält nach ‘Ausführung der Integration und einiger Zwischenrechnungen aus (11) 
Ren 3 n—1 L) gese 


2)? = = al He rare) +2x | R 
0 0 





" (m + x)! x m—n 


zun _CVn—x—D!m-—n ie ie m—n +2) 
ba 





m,n__ 1 PO ee (15). 
y e& | x | n+x für 
zw) 
Amr = (m+n+2x) 2108 2 4v(m+n +2x)+y(m+n+x-+]) 
zu s 





Hay" Hr +1) + Ylmt HD HEY +++] 2 


Das vorliegende Resultat gestattet nun b,, aus (6) gliedweise zu berechnen. Aber wie 
schon erwähnt, zeigt die genauere Untersuchung, daß die Reihe (6) nicht sehr rasch kon- mit 
vergiert. Um ausreichend genaue Ergebnisse zu erhalten, muß man sehr viele Glieder von 
(6) berücksichtigen, was bei der Kompliziertheit von (15) ziemlich umfangreiche Rechenarbeit 
erfordert. 
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4. Reihenentwicklung für b,,. 


Vertauscht man in (6) unter Beachtung von (7) Summen- und Integralzeichen und zer- 
legt dann die rechte Seite in vier unendliche Summen, so hat man unter den Integralzeichen 
Reihen folgender Art: 


u KIner(@) Ins le) . . . . . . . . wi. . . . . (16). 


Die Zulässigkeitsfrage bezüglich Vertauschung wird später erörtert. Diese Reihen sollen jetzt 
genauer untersucht werden. Zu diesem Zwecke wird aber zunächst die etwas allgemeinere 


Reihe 
2\e+e ’ 
(-) I m nz Im+s() Be ei Ne 
m—=1l 


wobei o, o beliebige komplexe Zahlen sind, betrachtet. Diese Reihe konvergiert gleichmäßig 
in 2, o, o für 

z|I<M; lel<R; Jol<S 
(M, R, S beliebige positive Zahlen), denn zunächst gilt bekanntlich, wenn m genügend groß ist, 


| 2 Im 
(21 | Ei 5 
2) Im+e |< ITmFeFD]° 


2m = 

m(5)e: 
I(m+oe+1D)T(m+o+l)| ' 
Anwendung des Quotientenkriteriums auf die unendliche Reihe mit dem allgemeinen Gliede 


(18) rechts zeigt die Richtigkeit der Behauptung. (17) stellt also eine in 2, o, o analytische 
Funktion dar. Da 





also ist 


(216 +° | 
m (2) Im+2(2) Im+0(@)| < 





(18). 


2\e+t® 

Ente) Im+s(e) 

eine ganze transzendente Funktion ist, so sind die Voraussetzungen zur Anwendung des 
Weierstraßschen Doppelreihensatzes zur Ermittlung der Potenzreihe von (17) gegeben. 
Über das Bildungsgesetz der Koeffizienten der entstehenden Potenzreihe gilt folgendes 
(Nielsen, Handbuch, Seite 29%): Wenn 





349 Z ann tu) Im + (= P3 .(5)" 


gesetzt wird, wobei u, v beliebige komplexe Zahlen sind, nur zunächst mit der Bedingung, 


daß 5 z und at? nicht negativ ganz sind, so gilt 





2 
2 


u+rv 
T(n4 2 +1) 2 


= >. 
rer) Sales) 


für den vorliegenden Fall ist 


= 











v 
= E Aue An=N; nr, 0 


zu setzen. Man erhält dann 


DRPNTIRTER DIR) 
ung n—0 


_  Te+o+2n+1) - (-1)* (m —x) 
"I k+tn+V)T(o+n-+]) — »!U(o+0o+2n—x-+]1) 


mit 





0; 





(19). 
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Mi Ma)  _ gr Flonthiototntel) „19 
»!IT(eo+o+2n—x +1) Io+o+n+2)(n— 1)! et Loss 


Damit erhält man durch die bekannte Beziehung 


Faß Der RW >ORW-a—M>0, 





aus (19) 
T(o+0+2n-—1) 


a=(-NS-TDITCGHRt+DT(+aFD I(o+o+n)' 





Daher ist 
7 Aa 


-ND"T@+o+2n+1) 
2 m Im +0 (2) Im+(2)= z n!Te+n+D Ilo+n+BDITle+o+n+T) 
= (20). 


” RN (4 rt 
gr“ Grm 5 


n= 











+0 
Nach dem Wefierstraßschen Doppelreihensatz konvergiert die mit (€ Y multiplizierte 


Reihe (20) rechts in der ganzen Ebene. Ferner sieht man leicht, daß sie in o, o gleichmäßig 
konvergiert für |o|< R, jo|<s. 

Nun wird sich sofort zeigen, daß in (16) nicht vier - verschiedene Typen von unendlichen 
Reihen sondern nnr deren zwei vorhanden sind. Es sei 


e=r; 0=8; s>r>0. 


Diese Voraussetzungen über s,r werden im folgenden immer beibehalten. 
Nach (20) ist dann 
z\r+ts+2x+2 





R SEARTRBIE, voaza BER eo 


ferner 


a ei r+s+2x 
/ min Im )=(- Me > | rn en I 
m=1 0 





wobei in (22) r,s nicht beide gleichzeitig verschwinden dürfen. Die Reihe (22) rechts bleibt 
bei Vertauschung von r und s bis auf das Vorzeichen ungeändert. Also gilt 


Dr’ Emm. r(2) Im+s (2) = (— Mr Endnrldn- N BSH © 
Es ist jetzt nur mehr der letzte Fall in (16) zu untersuchen. Zu diesem Zwecke wird in (20) 


e=—r+s; 0=-s+.; 0<e<y 


gesetzt. Wie schon in der Einleitung erwähnt, spielt nur der Fall r=s (2) eine Rolle. Auch 
diese Voraussetzung wird im folgenden immer beibehalten. 
(20) läßt sich folgendermaßen schreiben 


> mIm-r+3(2) Im-s+2(2). 
m=1 


u... (— N Tr—s+2e+2%+1(5) 
2: aIl(-r+tets+DIT- stets FD Ir ste 


—-r—s+2:.+2%+2 





z\r+s+2°+2% +2 


® NT +o+20+2%4+1 (3 
+ DENT EFF OT FT) 














Die rechtsstehende endliche Reihe kann durch die hypergeometrische Reihe ausgedrückt werden. 
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Für e>0 sind dann zwei Fälle zu unterscheiden. 
1.r+s. Dann verschwinden in (24) alle Glieder der ersten Summe, weil die Nenner 
der Koeffizienten stärker über alle Grenzen wachsen als die’ Zähler. 
.2.r=s=-0. Dann strebt der (s— 1)te Koeffizient der ersten Summe einem endlichen 
von O verschiedenen Wert zu. Es ist nämlich mit Hilfe der bekannten Formel 
Tori nn 
25). 
(-VT@e—1) I(s-2e+1) (0) 
@—-D'ITE+NPTC-s+2) (s—1)! [7 ce+NFr@-2:) ” 
Alle übrigen Koeffizienten der endlichen Summe in (24) verschwinden. Aus (24) und (%) 
ergibt sich also 





TR (2) Im INOE LE DER ABI OP AR a 
m—=]1 


Somit ist der vierte Fall auf den ersten uutehadiihee. 

Für die zwei verschiedenen Reihenentwicklungen (21) und (22), auf die sich die vier 
Fälle in (16) reduziert haben, lassen sich Integraldarstellungen angeben. Einführung eines 
neuen Summationsindex in (21) ergibt nämlich 


ne a\e-r+2* 
a nn ea ET? 


x—=r+1 
oder unter Geben von (13) 
u (1)? 3°-r+°% F 
(-1jr*! > m ISm+r(2) Im) =3: 3 »I@_r+}i \ cos! ""+?*?ncos(s—r)pdp. 
rt A 0 
Es sei zunächst s—r >2. Da dann das Integral der rechten Seite für «=0,1..... r 


verschwindet, so kann man ohne weiteres die Summe rechts von 0 an beginnen lassen. 
Man hat dann 

ha re -1)* gt r+2X% ’ 
jr+: > Minen ia sr ‚\oosr- r+2%-2 Dc08(s+r) po do (27). 


Se 


Vertauscht man Summen- und RE was hier offenbar erlaubt ist, so erhält man 
nı 


Imtmsr@tnn= rt; rc EEFN FE... .. 8. 


cos?’ p 
0 


Für r=s hat, Ze Integral in (28) keinen Sinn. In diesem Falle darf man in (27) die Summe . 
erst bei «—=1 beginnen lassen. Man erhält “m 








7 


:= jyr+: sero 
> m (Im+r (2) = Cr namen 2% Fe... 


cos? 











m=1 


Zusammenfassend hat man fürs>r>0, FR und r=s(2) nach (28) und (29) 


nı 








ni ne cos(r+s)P ? 
> mIn+r le) Im K2 dp.» 
m=1 
In ganz analoger Weise erhält man für (03) 
r cos(s—r)p 
R: mIm-r(2) Im PP ae 2 a Fio. =%.» 2 WR 


Bibel r r, s nicht gleichzeitig verschwinden dürfen. 
Es werden nun die folgenden Integrale betrachtet, die man aus (30) und (31) nach vor- 
[ 
heriger Multiplikation mit (<?+1#?) ?; x=+0, reell; durch Integration über 2=t von O0 bis © 
erhält. 
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© 2 
A Imsr(t)Imzs(f) (— 1: ee Ör5 08 (8 +ng Be 
. | Im x’ + 1® dt= 2n a Vx’ +1” cos? p do (8), 
0 0 
© © j 
2 Js Iur sd —1)"*+! Jsrr(2t cos 08 (s — . 
2.n=| . nme |arl En ae eo .. (33). 
o m=1 0 0 


Um über die Existenz der beiden uneigentlichen Integrale sowie über die Möglichkeit der 
Vertauschung der Integrationen auf der rechten- Seite etwas aussagen zu können, ist es not- 





wendig — es soll zunächst (32) untersucht werden —, den Ausdruck 
= Bi) I, we telo | ESS ı 
p ve + #3 cos’ @ | bil: - a ae 
abzuschätzen. Zunächst ist es klar, daß 
Jar) — 





| 
ui+a dre|<M 0O<a<1l 


ist, für alle « aus (0,0). Daher gilt 
IJs_r(2tcosp) —ö,,| <M (2tcosp)'** 


für £ aus (0,0) und @ aus 03). Somit ist der absolute Betrag (34) 
Ar 
En | die 
< os, vor 
Nun gibt es aber sicher zu jedem e ein A, so daß für A">A’>A 
Ar 
dt 
„Yıra M \ p- oo « € 
4' 
wird. Daher ist der absolute Betrag (34) 


< 


€ 
cos!" ®gp" 
Nach einem Satz aus der Integralrechnung (Stolz: Grundzüge der Differential- und Integral- 
rechnung, III. Teil, Seite 18) existieren dann die beiden zweifachen Integrale, nämlich (32) 
und das durch Vertauschung der Integrationen entstehende, und sind einander gleich. 
Dieselbe Überlegung kann auch auf (33) angewandt werden. 
Mittels (10) erhält man also aus (32) und (33) 


n 
2 











— 1) 26, E 
nf 2 \ Vz @ cosp)+7 4 a 7 (35) 
- 0 
und 
(-1f ? (s—r) 
R_,s= 4 \ fat (x cos) re (36). 
0 


Es wird nun nachgewiesen, daß auf den linken Seiten von (32) und (33) Summen- und 
Integralzeichen vertauschbar sind. Es läßt sich dann b,, nach (6) und (7) durch R,,, und 
‚R-r,s ausdrücken. Faßt man zunächst die linke Seite von (32) ins Auge, so genügt es zu 
zeigen, daß bei festem 2 =#0 


px iu Im | In izle 


7 Imer )Imssll) 
| m V.’+ 23 





ri, (37). 








dti<e für n>N (e) 


0 m=n+1 ) 











Es i 


HA 


Nacl 


Da 


eine 
eine! 


dam! 


man 
wie 


Für 


Prod 


Nun 


(12) 


weni 


nüge 


folge 
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Es ist der absolute Betrag (37) 








| 14 . Imınır(t) Imsunzs (k) | Ta _ Imansrıı (M)Imanssıı (E) | i 
), <\ > = ER dtitn- \2' De dt...) 
0 m=l m= 


Nach (32) und (35) ist die in (38) im ersten Summanden stehende Reihe gleich 


nı 











i F7 
__1n+r 
3 —- \R-: (x cos Yp) pi er 272 (39). 
7 . v 
Fa 28,. 1 
(nr een) +, 2Ew 


) eine in 0<p<z integrierbare Funktion ist, wie (12) leicht erkennen läßt, so wird nach 
einem bekannten Satz aus der Theorie Bu Fourierreihen der absolute Betrag von (39) und 
damit der erste Summand von (8) <— 5 für n>n,, wenn’ nur n, genügend groß ist. 


Nun ist noch der zweite Summand von (38) abzuschätzen. Für die in diesem Sum- 
manden: stehende Reihe läßt sich auch eine Integraldarstellung angeben. Man findet analog 
wie für (30) und (31) 








% 
cos(s+r—1 
br Im Im = 2 dr tag). De, 
Für r=s=1 folgt hieraus die EVERTE Beziehung 
JM)’ +2 2 Y(mH’=1. 
m= 
Man erhält — genau so wie früher (30) 
„| Imınır: M)Imens+sıı () dt 
> V.? +3 
ob m=0 . 
3 
- En, > naar Zn 
i — 3 h- iu c08p) + CS dp 
0 


Produktintegration auf das rechtsstehende Integral angewendet, ergibt dafür 











7 
a. n+r, R) Örs 1 r 
en \sollt- arte ten+Dgap . (40). 
1) 


Nun kann wieder der erwähnte Satz aus der Theorie der Fourierreihen 26 Hr werden. 


(12) zeigt nämlich, daß der im Integranden stehende Ausdruck in 0<p<z integrierbar ist, 


2 


) wenn auch für r=s nicht eigentlich. Der Betrag von (40) wird also kleiner ‚wie 3 für ge- 
4 nügend großes n, etwa n>n,. 
d Setzt man N = max (n, n,), so ist (37) bewiesen. 


‘Daß man auch auf der linken Seite von (33) gliedweise integrieren darf, sieht man 
folgendermaßen: Es ist nämlich 














7 Im) Jmed r mr Imss 
B3 ver P® a I n|? yarıı 4 
o m=1 m= 0. 

Im) Imzrss(l) DS 2 PAR pe 
+ 2 ve+ +3 dt+r| ve+ #3 





0 nm—0 
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Daraus erkennt man aber die Behauptung. Genau so verläuft der Beweis, wenn im 
Integranden der linken Seite die Reihe (26) (links) steht. 


Nun kann b,, durch R,, und R_,, ausgedrückt werden. Es gilt 


A 
e: k Fkır.k+s = Rr.s 
k=1 





' Si Fun Sk Fun =Rors 






und insbesondere nach (26) und der Bemerkung bezgl. der gliedweisen Integration 









2 sö 
k Fk-nk-s= 5 + Rs. 


k=1 







Nach (6) hat man daher 





s—r 


28er 1)? Br VR_.): 







(41). 








Integriert “man in (35) und (36) auf der rechten Seite unter Beachtung von (12) gliedweise, 
was offenbar erlaubt ist, so erhält man mittels der Formeln (13) und (14) Reihenentwicklungen 
in x. Sie sind ganz ähnlich gebaut wie (15). Setzt man diese in (41) ein, so läßt sich der 
ganze Ausdruck in eine einzige Reihe zusammenziehen. Man erhält das Schlußresultat 















r—1 © 


In=tre| I El) He N olg) —), 
0 


“= a= 









I°’— 

%“ Lj FE 
(s—r+2x—1)(s+»%)! x tr 

BE N Rt See 6 A 

2 \F+ı:l x r+x+1/(r+m)(s+%)' 
3 ! 


. (1 (r— x —1)! er) 






(42). 














Bi’ (&)=(r +s+2x) 2108 £-2y rt +20 4) -2yir+s+22—D) 






+yltsts+ +24 +r+ 1) 








+ulrtrtD+VC+rt+D+Y RN] 2 






5. Tafel. 
Zahlentafeli. 











































































br; >) o=0,1 o= 0,2 o— 0,4 o=0,6 o—= 0,8 
bu 2,000000 2,005694 2,019320 2,063521 2,125000 2,199893 
LP 0,000000 — 0,000312 — 0,001245 — 0,004936 — 0,010977 — 0,019246 
bis 0,000000 — 0,000900 — 0,000000 — 0,000001 — 0,000005 — 0,000015 
bir 0,000000 — 0,000000 — 0,000000 .— 0,000000 — 0,000000 — 0,000000 
as 6,000000 6,000469 6,001874 6,007489 6,016826 6,029828 
ba; 0,000000 — 0,000156 — 0,000625 — 0,002498 — 0,005615 — 0,009976 
ba 0,000000 — 0,000000 — 0,000000 — 0,000006 — 0,000001 — 0,000003 
Dis 10,000000 10,000260 10,001042 10,004 165 10,009367 10,016643 
Dar 0,000000 -- 0,000104 — 0,000417 — 0,001666 — 0,003747 — 0,006658 
14,000000 14,000182 14,000729 14,002916 14,006560 14,011659 
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Zahlentafel 1 zeigt die nach der Formel (42) berechneten b,,-Werte für die Argumente 


vb 


o=22= —0,1;0,2;0,4;0,6;0,8, 


und die Indizes 


.s=L387. 


Die Werte sind auf 6 Stellen genau berechnet mit einem Fehler, der kleiner ist als 5 Ein- 


heiten der 7. Dezimale. 


Die Zahlentafel gibt ein Bild davon, wie sich die Matrix mit wachsenden »- Werten 


ändert. 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Reibungslose Strömung im Außengebiet 
eines Kreises und zweier Kreise. Es soll 
im Außengebiet eines Kreises diejenige allgemeinste 
Potentialströmung einer reibungslosen Flüssigkeit 
bestimmt werden, welche singularitätenfrei ist, die 
Kreisperipherie zur Stromlinie hat und im Unend- 
lichen eine vorgegebene Geschwindigkeit besitzt. 
E. Graeser!) hat diese Aufgabe mit rein funk- 
tionentheoretischen Hilfsmitteln gelöst. Hier soll 
eine weitere Methode derselben Art entwickelt 
werden. Wie die Methode von Graeser läßt sich 
auch vorliegende auf den Außenbereich zweier 
Kreise verallgemeinern. Bei der Behandlung dieses 
Problems können wir uns jedoch deshalb kurz tassen, 
weil die Ergebnisse einer Arbeit von M. Lagally?) 
über die Potentialströmung einer reibungslosen 
Flüssigkeit im Außengebiet zweier Kreise zur Ver- 
fügung stehen. 


$ 1. Reibungslose Stıömung im Außengebiet 

eines Kreises. 

Wir suchen diejenige allgemeinste Potential- 
strömung W (2) einer reibungslosen Flüssigkeit in 
2/|>R mit folgenden Eigenschaften: 

1. Der Kreis |z2|=R ist Stromlinie. 

2. Die an der reellen Achse gespiegelte kom- 
plexe Geschwindigkeit Iz|>R 
reguläre und.auf |2/|>R stetige Funktion von 2. 

3. Die an der reellen Achse gespiegelte komplexe 


ist eine in 


Geschwindigkeit Er hat im Unendlichen den 


dz 
Wert we. 


Wegen 2. besitzt er die in |2|>R konver- 


dz 
gente Entwicklung 


E 
. 
A, 


z’ 


aw 
ir 


v—l 


(1) 


‚ı) E. Graeser: Anwendung der Funktionentheorie auf 
die Theorie der Profilströmungen und damit zusammen- 
hängender Probleme der konformen Abbildung. Deutsche 
Mathematik Bd. I (1936), S. 825 bis 858. 

2) M. Lagally: Die reibungslose Strömung im Außen- 


we zweier Kreise. Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929), 
. 299 bis 305. 


und damit 3. erfüllt ist, muß 


a=Uo. 
sein. 
Bilden wir vermöge 


_piHti 
dr EEE EN 


das Gebiet, |2|>R auf die obere Z-Halbekene 
yiZ}=0 ab, so ‘'geht jede Potentialströmung des 
Gebietes |2]>R in eine des Gebietes y{Z}>0 
über. Da wegen 1. |2|=R Stromlinie sein soll, 
. verhält sich 
also auf 4y{2} 0 stetig, in. y1Z} >0 regulär und 
besitzt Jängs 4{Z}=0 reelle Funktionswerte, 
Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip hat 
dW 
dz 
unabhängigen Veränderlichen Z konjungiert kom- 


so ist auch 4 {Z} =0 Stromlinie. 


mithin für konjugiert komplexe Werte der 


> ist also als Funktion 


von z in das Innere von |2|=R analytisch fort- 


plexe Funktionswerte. 


setzbar und r erweist sich als eine in 0<|z]< oo 


reguläre Funktion von 2. ' 
Es ist mit Rücksicht auf (1) und (3) 


x 
rar Bi a re: 
dz dzdz | Br \Z+i) I (Zi 

vl 
Man erhält 
wi 
Ze {et R’ 


v_ 





74, Gy}: 2iR 


YHi/ sem 


und 
L +} 
aW| Füße {a + ar )} _2iR 
6 RT hul 2 RP \Yy—ı1/ fir +n® 
‚_ı 


Da a auf y{Z}=0 reell ist, so gilt nach dem 


Schwarzschen Spiegelungsprinzip 
20 
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+ R vr ze, 


nt 2 hrtern 


oder 


a A zehlzeiE 
=- +  elrlıleri 
woraus durch Koeffizientenvergleich 


% da __ a @y — 


air ce u SE ut: 
und Mn 
=. =0; 1v=84,...... 
folgt. 
Also ist a, rein imaginär, wofür wir 
En - 
“= 


setzen wollen und wegen (2) 


4.,=— R’ wo 
während 
,=(0; v=B3,4,. 
ist. 
Wir erhalten so 
.. A 
dz 2n z — Aue 
und mithin 


> 2 
Weo=wez+ u mete . (4), 


worin c eine willkürliche Konstante ist. 

Satz. Durch (4) wird die allgemeinste 
Potentialströmung W(z) einer reibungs- 
losen Flüssigkeit im Außengebiet des 
Kreises |2]=R gegeben, welche folgende 
Eigenschaften hat: 

1. |2|=R ist Stromlinie. 

2. + ist eine in |2|>R reguläre und 
auf |z2|>AR stetige Funktion. 

3. Die an der reellen Achse gespiegelte 


komplexe Geschwindigkeit %7 hat im 
Unendlichen den Wert wa. 


8 2. Reibungslose Strömung im Außengebiet 
zweier Kreise. 


Im Außengebiet der beiden Kreise X, und K,, 
wie Abb. 2a der Arbeit von Lagally zeigt, 
suchen wir die allgemeinste Potentialströmung 
W(z) einer reibungslosen Flüssigkeit, welche 
folgende ge sung besitzt: 1. Die beiden 
Kreise K,:|2—a,|=R, und K,:|z-+a,| sind 
Stromlinien. 

2. Die an der reellen Achse gespiegelte kom- 


plexe Geschwindigkeit v7 ist eine im Außenbe- 


reiche 8:|2—a,| > R,|z-+@,|>R, der beiden 
Kreise X, und K, reguläre und im zugehörigen 
Außengebiet XK:|2— a, >R,|z+@|>R, stetige 
Funktion von 2. 








3. Im Unendlichen hat die an der reellen Achse 
gespiegelte komplexe Geschwindigkeit > den 
Wert we. 

Wegen 2 besitzt u die in $? konvergente Ent- 


wicklung 


. 40 am 
“ar 3 @-a,’” ei @+ta,)> © 
=1 


v=ı 





und damit 3. erfüllt ist, muß 
zn .:.. a a 
sein. 


Wir wolle. jetzt zeigen, daß A4}'’ und A4}” wegen 1) 
rein imaginär sein müssen. 
daW 
Für = erhalten wir die Laurentsche Ent- 
wicklung 


[657 ai 
-2 pre + Bra) 


„el 
welche sicher in R<|z— a, | <a, +@,-—R, kon- 
vergent ist. 
Wir setzen zur Abkürzung 
2 —a=2z, 


und dadurch geht (7) über in 


daW_ > “HB + z B»2.. 8. 
—r 


Ber 
‚—]1 


Bilden wir vermöge 


Z, +i 
Z, -i 


das Gebiet der z,-Ebene |2,|>AR, auf die obere 
Z,-Halbebene y {Z,Y=0 ab, so geht jede Potential- 
strömung im Außengebiet X der beiden Kreise K, 
und A, in der 2-Ebene in eine Potentialströmung 
des zugehörigen Bildgebietes X“ in der Z,-Ebene 
über. K“’ entsteht aus y (Z,} > 0 dadurch, daß man 
das in y{Z,} >0 gelegene Bild von | + sh, 


z—R, (9) 


herausnimmt. verhält sich auf K“’ stetig, ist 


dZ, 
im zugehörigen Bereich regulär und besitzt längs 
yiZ,} reelle Funktionswerte. »Ist K%’ das Gebiet, 
welches aus ÄK“’ und seinem Spiegelbild in bezug 
auf y{Z,}=0 besteht, so erweist sich > nach 
dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip auf Ky 
stetig, im zugehörigen Bereich als regulär und 
nimmt für konjugiert-komplexe Z,-Werte konjugiert 


komplexe Funktionswerte an. als Funktion 


dZz, 
Li ‚ 
von 2, und auch r sind also das in Innere von 
1 
|z,|=R, analytisch fortsetzbar. 


Es ist mit Rücksicht auf (8) und (9) 


aW _dW dz,_ Ign wu. =) 
dz, dz,dZ, 1 + 2 


+ I. RB: (7 zn „un 


vw—| 

















Z2.an 
Ba. 


Man 


und 


d W 
dZ, 


Naı 
ist al 


oder 


Bi 4 


+ 


Durch 
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A» ja 
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(5) haı 
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Man erhält 
aW -! ar —) 
B“\> 
dz, Z,=iYı r + _ Y,‚+1 
D) 
+ Sa; Ri (7 +) \r an 
u 
und 
dw Sp En ı7 =) 
12.2, =--ı1. v + | vi 
1\* 2iR 
1) DV PB udn 1 
+, Bir) Fir 


Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip 
ist aber 


awı aW| 


d 2,12 =iYı d 2, |.=-ir, 
oder 


Bo + 9%; ) +2, a 


ZH 


-- {+ > > = =) 


vl 


v y—-ırı 
nn Bra  —" 
Fe Ra). 
Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich insbe- 
sondere wg 


A ist also rein imaginär. Analog beweist man, 
daß 44” die nämliche Eigenschaft bat. 
Wir setzen 


A ;r 
AaP—=— a und AP=— a. 
(5) haı mithin die Gestalt 
daW j u 1 
Ag 2nzoa 2n2+@ 
Fr; Ay A» 
+2, Bar tete 


In der Umgebung des unendlichfernen Punktes 


der 2-Ebene besitzt 1 die Entwicklung 


dz 
WW. tdi '% 
Dita i. 2 . Zr (10). 
‚=2 


Bilden wir nun mit Lagally das längs y{Z}=0, 
—-%+R,<Rı(Z} <a, — R, aufgeschnittene Außen. 
gebiet X der beiden Kreise K, und K, vermöge 


er ner 


auf die Z-Ebene ab, so erhalten wir 


dW dWdz 


dz dzdz 







— tun —! & (+T) e—ı 
2n2 c(e2+1) 


- a, [e2—1 (—2)ceZ 
+ 2 eher 


"23 


Nun gelten in der Umgebung des Nullpunktes 
der Z-Ebene die Entwicklungen 


ne Ir =H+ Non 


’_—Uu 
und 


eZ 


Pr. 
(eZ+ 1)(e2— 1) =5+ Fi “2 


sy 


Wählen wir von der Abbildungsfunktion (11) 
den Zweig, welcher z=x in Z=0 überführt, so 
ergibt sich Gl. (11) der Arbeit von Lagally: 

dW 2c we ir4 eo 
dm mtr, 


wobei ’=—(T,+T,) ist und P’(Z) sich in der 
Umgebung von Z=0 regulär verhält. 

Um die allgemeinste Strömung zu erhalten, 
welche die verlangten Eigenschaften hat, muß also 
noch die Funktion P’(Z) bestimmt werden. Dies 
geschieht in der Weise, wie es Lagally in seiner 
Arbeit durchgeführt hat. 
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Bemerkung zur Ausbreitung von 
„Biegewellen‘ in Stäben und Platten. 

1.W.Flügget) hat vor kurzem an gleicher Stelle 
die Frage untersucht, welche Ausbreitung von 
Wellen an einem unendlich langen Stab zu er- 
warten sind, wenn an einer Stelle ein sprungweise 
einsetzendes konstantes Moment aufgebracht wird. 
Das Fourierspektrum eines solchen Sprungvor- 
ganges enthält beliebig hohe Frequenzen. Da die 
einfache Biegewellentheorie eine mit der Wurzel 
aus der Frequenz wachsende Phasengeschwindig- 
keit und somit eine ebenso zunehmende Gruppen- 
geschwindigkeit liefert, würde aus ihr auch folgen, 
daß die höchsten Frequenzbestandteile unendlich 
schnell sich über den Stab ausbreiten. 

F. hat nun dieses physikalisch unvernünftige 
Ergebnis vermieden, indem er bei der Ableitung 
der Biegewellengesetze zwei Korrekturen berück- 
sichtigte, nämlich einmal die Rotationsträgheit 
und ferner die Querkraftdeformation. Die erste 
Korrektur wurde schon von Lord Rayleigh? ein- 
geführt. Dagegen wurde auf die Wichtigkeit der 
sogar noch einflußreicheren Querkraftdeformation 
erst in neuerer Zeit von S. P. Timoshenko?°) hin- 
gewiesen. In Übereinstimmung mit diesem erhält 
auch F. für die Auslenkung w eine Differential- 
gleichung vierter Ordnung nach Ort und Zeit: 


EJur" — (7 1 +e )) % 


[7 „ ” 
+ —— =( 
ar, rn ( 


Hierin bedeuten: 


E den Youngschen Elastizitätsmodul, 
J das Flächenträgheitsmoment, 


1) W.Flügge: Z. angew. Math. Mech. Bd.22(1942), S. 312. 
2) LordRayleigh: Theory of Sound I, 186, London 1877. 


s)S. P. Timoshenko: Phil. Mag. Ser. 6, Bd. 41 (1921), 
S. 744 siehe auch: P. Timoshenko, 'Schwingungs- 


probleme der Technik, Berlin 1932, Abschnitt 41. 
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G den Schubmodul, 

4„ die Masse je Längeneinheit, 

e die Dichte 

.und 

F, den für die Querkraruerormaticn „wirksamen 
Stabquerschnitt“, das ist die Fläche, mit der 
die für die Deformation maßgebende größte 
Schubspannung zu multiplizieren ist, um die 
Querkraft zu erhalten. (Bei einem Reckteckstab 
beträgt der wirksame Quersghnitt Zweidrittel 
des tatsächliehen.) 

Mit ’ ist die Differentiation nach dem Ort, mit ' 

diejenige nach der Zeit gekennzeichnet. 
Setzt man in diese Differentialgleichung den 

Sinuswellenansatz 


w-sin(o(t- 2)) UT ww 


ein, so ergibt sich für die darin noch unbestimmte 
Phasengeschwindigkeit ce die verhältnismäßig ein- 
fache Beziehung: 


Hirte. m 


er 


Hierin sind zur Abkürzung und physikalischen 
Übersicht eingeführt die Ausbreitungsgeschwindig- 
keit einer einfachen Longitudinalwelle im Stab: 


a=VO.:......@ 
A; 


die um den erwähnten Unterschied zwischen wirk- 
samem und wirklichem Stabquerschnitt abgeän- 
derte Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Schub- 
welle im unendlich ausgedehnten Medium: 


GF 

= Er äsnsaine re OR 
und schließlich die Ausbreitungsgeschwindigkeit 
einer gewöhnlichen. Biegewelle, die als einzige 
noch die Frequenz enthält: 


a=V Fo Sen Fi 


Man übersieht somit leicht, daß für sehr nie- 
drige Frequenzen von Gl. (3) nur übrig bleibt: 


we a 


d. h. aber, wir haben einmal die Phasengeschwin- 
digkeit der einfachen Biegewelle und außerdem 
eine imaginäre Phasengeschwindigkeit von glei- 
cher Größe, die einem quasistationären Nahfeld 
entspricht. 

Wertet man umgekehrt Gl. (3) auch für be- 
liebig hohe Frequenzen aus, so verschwindet in 
diesem Bereich der frequenzabhängige Summand 
1/c,*, und die Gleichung spaltet sich auf in: 


(3-4) (#-5)=°: kit 


d. h. es ergeben sich als asymptotische Werte zwei 
verschiedene reelle u u ng Ferner. 
keiten, nämlich die gewöhnliche Longitudina 
wellengeschwindigkeit und die modifizierte Schub- 
wellengeschwindigkeit. > 

In der genannten Arbeit von Flügge treten 
diese beiden Werte als die Gruppengeschwindig- 
keiten eines Sprunges in Moment und. Schräglage 
einerseits und eines Sprunges in Querkraft und 
Auslenkung andererseits auf. F. bedient sich zur 
Ableitung dieses Ergebnisses nicht der Fourier- 
Synthese, sondern einer unmittelbaren Betrach- 








tung der kinematischen und dynamischen Bezie- 
hungen für die wandernde Unstetigkeitsstelle, wie 
sie W. Kucharski*) zur Untersuchung der Lon- 

itudinalwellen an einem Stab mit veränderlichem 
men ar benutzt hatte. Diese Ableitung setzt 
aber genau so, wie diejenige, die zu 'Gl. (1) 
führt, voraus, daß die Deformation und die Span- 
nungsverteilung denjenigen der reinen Biegewelle 
entspricht, nämlich, d die Querschnitte eben 
bleiben und daß die Spannungen linear zum 
Rande wachsen. 

Genau wie in der Statik diese Voraussetzungen 
bei einem in der Mitte belasteten, am Rande auf- 
gestützten Balken nur gelten, solange die Stütz- 
weite groß zur Dicke ist, so verlangen auch hier 
diese Voraussetzungen, daß die Wellenlänge groß 
gegen die Querabmessungen des Balkens ist. 
Ebenso wie dort bei eringeren Stützweiten die 
Querkraftdeformation im obigen Sinne als Kor- 
rektur eingeführt werden kann, läßt sich hier der 
gültige Frequenzbereich durch Berücksichtigung 
von Querkraftdeformatiin und Rotationsträg- 
heit gegen kürzere Wellen erweitern. Wie aber 
schließlich im Falle der Statik mit dieser Kor- 
rekturdarsteliung kein reines Scherproblem erfaßt 
werden kann, so ist auch hier eine Auswertung 
dieser Darstellung für beliebig hohe Frequenzen, 
also beliebig kurze Wellenlängen, unzulässig. 
Dies wird auch am Ende seiner Arbeit von F. be- 
tont; er übersieht aber, daß die bei seiner Dar- 
stellung sich ergebenden asymptotischen Ge- 
schwindigkeiten, mit denen auch seine Sprung- 
wellen sich ausbreiten, erst in einem Frequenz- 
gebiet erreicht werden, in dem die Wellenlängen 
vergleichbar mit den Balkenabmessungen werden. 


II. Nun hat S. P. Timoshenko°) in einer zweiten 
Arbeit die obige Korrekturdarstellung mit der 
strengen Lösung für einen Balken mit rechtecki- 
gem Querschnitt verglichen, der entweder sehr 
schmal ist (ebenes Spannungsproblem) oder sehr 
breit (ebenes Deformationsproblem). Wir wollen 
im folgenden den letzten Fall, also die Verhält- 
nisse in Platten, betrachten, weil ihm die größere 
physikalische Bedeutung zukommt und es sich 
dabei wirklich um ein zweidimensionales Problem 
handelt, während man auch einen schmalen Bal- 
ken immer als dreidimensionales Problem behan- 
deln müßte. In den obigen Formeln bedeutet dies 
nur, daß Trägheitsmoment J und Masse « auf die 
Breiteneinheit zu beziehen sind, und daß der 
Youngsche Elastizitätsmodul E infolge der verhin- 
derten Querkontraktion zu ersetzen ist durch 
E/1—0o?, wobei o die Poissonsche Konstante be- 
deutet. Diese vergleichende Untersuchung von 
Timoshenko zeigte in der Tat, daß man auch bei 
der strengen Lösung des zweidimensionalen Pro- 
blems zunächst für große Wellenlängen auf die 
gewöhnliche Biegewellentheorie geführt wird, und 
daß ferner in einer nach Potenzen der Frequenz 
sten Reihenentwicklung fast die gleichen 
(orrekturen auftreten, wie sie sich auch bei der 
von ihm früher und von F. gegebenen Näherungs- 
darstellung ergaben. 

Über eine zweite Phasengeschwindigkeit enthält 
seine Arbeit nichts. 

Es sei daher der von Timoshenko begonnene 
Vergleich im folgenden noch allgemeiner durch- 
geführt. Bei der strengen Behandlung des zwei 
dimensionalen Problems, die übrigens schon von 
Lord Rayleigh®) durchgeführt wurde, wird die ge- 


. ? W. Kucharski: Z. angew. Math. Mech. Bd. 21 (1941), 
. 152. 
a 2 > P. Timoshenko: Phil. Mag. Ser. 6, Bd. 43 (1922). 
. 125. 
6) Lord Rayleigh: Proc. Math. Soc. London Bd. % 
(1889), S. 225 oder siehe auch Geiger-Scheel: Handbuch 
der Physik VI, Kap. 4, Abschnitt 12. 
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samte Verformung in eine Dilatation 
_ du | dv 

dz 2dy' 

in z-Richtung, v Verschiebung in 
eine Rotation 


= -%) 
vegloz Day) 
zerlegt, die je einer Wellengleichung genügen 
müssen: 


ö (9) 


(u Verschiebun 
y-Richtung) un 


(10) 


c?45=5. (11), 


c’Apy=P. (12). 


Dabei ist mit den obigen Bezeichnungen für die 
Dilatationswellengeschwindigkeit zu setzen 


ce: G 2—20 
. oe 1—2o 


(13) 


und für die. Rotationswellengeschwindigkeit 
(Schubwellengeschwindigkeit) 


(14). 


Es ist bekannt, daß bei einer Störung im un- 
endlich ausgedehnten Medium nur diese beiden 
Wellentypen auftreten, deren Ausbreitungs- 
eschwindigkeiten sich von denjenigen der durch 
»l. (4) und (5) definierten Longitudinal- und Schub- 
wellen nur wenig unterscheiden. 

Aber auch in einem beliebig Diana Medium 
muß sich grundsätzlich im Sinne des Huygenschen 
Prinzips jede Wellenausbreitung darstellen lassen 
als zusammengesetzt aus primären Kugelwellen, 
wie sie im unendlich ausgedehnten Medium sich 
ausbilden würden, und gleichartigen sekundären 
Wellen, die an den einzelnen Randpunkten aus- 
gelöst werden. Daraus folgt jedenfalls, daß keine 
endliche Störung sich schneller ausbreiten kann, 
als es der größeren der beiden in Gl. (13) und (14) 
genannten Ausbreitungsgeschwindigkeiten, näm- 
lich derjenigen der Dilatationswellen cs, entspricht. 
Insofern besteht die Flüggesche Kritik an der ein- 
fachen Biegewellentheorie sicher zu Recht. Es 
folgt aber aus dieser allgemeinen Überlegung 
nicht, daß diese Grenzgeschwindigkeit, oder ein 
ähnlicher Wert, als eine Gruppengeschwindigkeit 
in einem noch verhältnismäßig langwelligen Ge- 
biet auftritt. 

Es ist ferner zu erwarten, daß mit wachsender 
Frequenz, d. h. wenn die Wellenlängen schließlich 
klein zur Dicke werden, Wellentypen parallel zur 
Plattenoberfläche sich ausbreiten können, die von 
den für das unendliche Medium geltenden reinen 
Dilatations- und Rotationswellen nur wenig ab- 
weichen. Außerdem werden sich in diesem Be- 
reich noch an den freien Oberflächen die nach 
Rayleigh benannten Oberflächenwellen ausbilden, 
deren Ausbreitungsgeschwindigkeit sich nur 
wenig von derjenigen der Rotationswellen unter- 
scheidet; und zwar ist: 


CR= 0,955 Cy 
cr = 0,919 cp 


für 0 =2: 


15). 
für o=4: (15) 

Unter Zugrundelegung einer reinen Wellenaus- 
breitung in der tangentialen z-Richtung, die wir 
kurz als Tangentialwelle bezeichnen wollen, d. h. 
aber unter Annahme des multiplikativ abgespal- 
tenen Ansatzes (2) für die z-Richtung, ergeben 
sich für die Abhängigkeit der Dilatation und Ro- 
tation für die senkrecht zur Platte gerichtete 


y-Richtung Hyperbel-, bzw. Kreisfunktionen, deren 
Ausbreitungsmaße aus Gl. (11) und (12) folgen. Die 
Erfüllung der Randbedingungen, nämlich das Ver- 
schwinden der Normalspannungen senkrecht und 
der Schubspannungen parallel zur Oberfläche, 
liefert nach Elimination des Amplitudenverhält- 
nisses von Dilatations- und Rotationsanteil eine 
Bestimmungsgleichung für die Ausbreitungsge- 
schwindigkeit der jeweiligen Tangentialwelle in 
Abhängigkeit der Frequenz f. Dabei sind zwei 
Fälle zu unterscheiden: 

a) Die Dilatation ist asymmetrisch zur Platten- 
mitte und die Rotation symmetrisch. Zu diesen 
Fällen gehört als einfachster Typus die Biege- 
welle. In diesem Falle lautet die Bestimmungs- 
gleichung für c (f): 


Ye-C-) 
ze 
==] [teyi=] 


(d Plattendicke). 


Die Auswertung dieser Gleichung erfolgt am 
einfachsten dadurch, daß man c vorgibt und nun 
an Hand des Schnittes der beiden Tg-Funktionen 
den zen Wert von f bestimmt. Es leuchtet 
ein, daß diese Bestimmung im Verhältnis zu einer 
Auswertung der Gl. (3) sehr mühsam ist. 

Wenn ferner ce >cy und schließlich c > cs an- 
genommen wird, tritt an die Stelle des eindeuti- 
gen Hyperbeltangens der mehrdeutige Kreistan- 
gens. Es ergibt sich somit eine unendliche Schar 
von möglichen Tangentialwellen, die sich nach 
der Zahl der Phasenwechsel zwischen den beiden 
Plattenseiten ordnen lassen. 


b) Ebenso gibt es Lösungen für symmetrische 
Dilatation und asymmetrische Rotation. Zu ihnen 
gehört als niedrigster Typ die gewöhnliche Lon- 
gitudinalwelle der Platte. Aber auch hier werden 
wir auf eine unendliche Schar von möglichen 
Tangentialwellen geführt, wie die Gl. (16a) entspre- 
chende Bestimmungsgleichung erkennen läßt: 


Ve-ENL-W) 
V:-(] 
-e-() en yı-(J] 


in der lediglich die Tg-Funktionen durch ©tg- 
Funktionen ersetzt sind. 

Nun hat H. Götz”) in Zusammenhang mit dem 
Problem des Schalldurchtritts durch Platten sich 
der Mühe unterzogen, diese beiden transzendenten 
Gleichungen in einem großen Frequenzbereich aus- 
zuwerten. Wir können seiner Arbeit die in Bild 1 
wiedergegebenen Kurven 1 bis 5 entnehmen. Da- 
bei ist die Tangentialwellengeschwindigkeit c über 
dem Produkt Frequenz mal Plattendicke (fd) auf- 
a nn Es sei übrigens erwähnt, daß die von G. 
gerechneten Kurven sich in guter Übereinstim- 
mung mit gemessenen Werten befinden. Dabei 
interessierte Messing mit den Werten cg=4,3 
10° cm/sec; cy= 2,28 10° cm/sec. Kurve 1 ent- 
spricht für niedrige Frequenzen der normalen 
Biegewelle. Bei hohen Frequenzen mündet sie im 














?), H. Götz: Akustische Zeitschrift Bd.8 (1943), Heft 5. 
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Typus der Rayleighschen Oberflächenwelle. Kurve 2 
entspricht bei niedrigen Frequenzen der einfachen 
Longitudinalwelle, die ebenfalls bei hohen Fre- 
quenzen einen dispergierenden Charakter annimmt 
und schließlich in der Geschwindigkeit der Ober- 
flächenwellen mündet. Außer 1 stellt aber auch 
noch 3 einen Wellentypus mit asymmetrischer 
Dilatation und symmetrischer Rotation dar. Diese 
nähert sich mit wachsender Frequenz der Rotations- 
wellengeschwindigkeit cy, also einer etwas höher 
liegenden Asymptote als die Kurven 1 und 2. Das 
gleiche tun schließlich auch die Kurven 4 und 5, 
die zu symmetrischer Dilatation gehören. Das Auf- 
treten nahezu reiner Dilatationswellen parallel zur 
Plattenoberfläche macht sich in einem längeren 
Verweilen der höheren Dispersionskurven, wie 
z. B. Kurve 4 im Gebiete c=cg bemerkbar, wäh- 
rend sich das Auftreten reiner Rotationswellen 
parallel zur Plattenoberfläche und Rayleighscher 
Öberflächenwellen direkt in den entsprechenden 
Asymptoten abzeichnet. 





0 





f-d 


III. Wir haben nun in dieses Blatt auch die 
beiden Näherungskurven. I und III eingezeichnet, 
die sich bei gleichen Konstanten aus der ein- 
fachen Gl. (3) ergeben. Eine gute Nährung be- 
steht nur zwischen Gl. (1) und (I) im Bereich nie- 
driger Frequenzen. Immerhin ergibt die Korrektur- 
Rechnung im Gegensatz zur einfachen Biegewellen- 
Rechnung und in Übereinstimmung mit der stren- 
gen Lösung ein Einmünden auf einen konstanten 
asymptotischen Wert bei hohen Frequenzen. Der- 
selbe liegt allerdings bei der strengen Lösung 
höher. 

In Anbetracht der außerordentlichen Verein- 
fachung der Rechnung, die die Korrektur-Darstel- 
lung (Formel 3) gegenüber den strengen Lösungen 
(Gl. (16a) und (16b)) bietet, erscheint der Unterschied 
erträglich. Außerdem ließe sich auch durch eine 
geringfügige Änderung der „wirksamen Fläche“ F, 
eine bessere Übereinstimmung erzielen. (Auch 
Timoshenko setzt die „wirksame Fläche“ nicht als 
Zweidrittel der Gesamtfläche an, wie theoretisch 
zu erwarten, sondern unter Hinweis auf experi- 
mentelle Beobachtungen als Achtneuntel.) 

Wesentlicher bleibt der Unterschied im Wellen- 
typus. Derselbe entspricht nicht einer zur Mitte 
wachsenden Deformation, wie sie aus der Biege- 
theorie für die Querkraftdeformation sich ergeben 
würde, sondern einer zur Mitte hin Abklingenden 
Öberflächenwelle. 

Besonders bemerkenswert ist nun, daß auch die 
zweite, aus Gl. (3) folgende Tangentialwellenaus- 
breitung, in der Abbildung mit III gekennzeichnet, 
als Näherung für den zu ebenfalls asymmetrischer 
Dilatation gehörigen Tangentialwellentyp 3 auf- 
gefaßt werden kann. Auch hier besteht zunächst 





ein gewisser Unterschied in den vertikalen Asym- 
ptoten, indem nach Formel 3 die Kurve III ent- 
sprechende reelle Ausbreitungsgeschwindigkeit erst 
möglich ist oberhalb 


a} © 20. © EERSEESEEER SER ER ; > >13 
und somit 
d> kr s=055c, . . . (17b), 


während andererseits nach Gl. (15) Kurve 3 erst 
einsetzt oberhalb 


rn we 


also mit 
ra... 


Wichtiger ist die Feststellung, daß die horizon- 
talen Asymptoten für hohe Frequenzen diesmal 
erheblich auseinanderfallen, indem die Näherungs- 
kurve III sich der durch (4), bzw. durch 

. / E 

cı | ger We (4a) 
gegebenen Longitudinalwellengeschwindigkeit für 
Platten nähert, mit der übrigens Kurve 2 beginnt, 
während Kurve 3, allerdings erst bei sehr viel 
höheren Frequenzen, im Rotationswellentyp 
mündet. Die von Flügge erhaltene Sprungwellen- 
ausbreitung für Moment und Schräglage ist daher 
bei der homogenen Platte nicht zu erwarten. 

Von diesem asymptotischen Verhalten ab- 
gesehen, bleibt zu erwägen, ob man nicht Kurve III 
in Anbetracht der erwähnten großen Einfachheit 
ihrer Ermittlung als im wesentlichen richtige, 
wenn auch rohe Annäherung an Kurve 3, sowie 
Kurve I als Näherung für Kurve 1, bis etwa fd 
=3-10° cm/sec gelten lassen soll. Ein so weiter 
Gültigkeitsbereich wäre freilich nach den Voraus- 
setzungen der Ableitung von Gl. (3)kaum zu er- 
warten gewesen; denn da hierbei. sich Ausbrei- 
tungsgeschwindigkeiten von 1,83-10° cm/sec bzw. 
4,17-10° cm/sec ergeben, würde das bedeuten, daß 
man für das Verhältnis von Dicke zur Wellen- 
länge noch Werte von 1,64 bzw. 0,72 zuließe. 

Daß die Kurve III sich auch streckenweise der 
Kurve 4 anschmiegt, nämlich dort, wo diese länger 
im Gebiet c=cy verweilt, ist insofern bedeutungs- 
los, als 4 einer symmetrischen Dilatation ent- 
spricht, während III für eine asymmetrische Dila- 
tation abgeleitet ist. 


IV. Zum Schluß noch eine Beinerkung zum Auf- 
treten von Sprungwellen bei Longitudinalwellen. 
Aus dem dispergierenden Charakter der Kurve 2 
(und den übrigen für symmetrische Dilatation gel- 
tenden Kurven) kann streng genommen ebenfalls 
geschlossen werden, daß eine longitudinale 
Sprungwelle mit beliebig steiler Wellenfront bei der 
Ausbreitung längs einer Platte nicht verzerrungs- 
frei erhalten bleiben kann. Wenn wir in diesen 
Fällen trotzdem unter Vernachlässigung der Dis- 
persion mit verzerrungsfreien Wanderwellen rech- 
nen, so bedeutet das einfach, daß wir alle Fourier- 
Komponenten, die etwa über fd=10° cem/see 
en m vernachlässigen oder, anders ausgedrückt, 
daß wir einen steilen Abfall, der sich aber inner- 
halb einer Zeit von mehr als d-10°°see abspielt, 
näherungsweise als Sprung ansehen. Bei den 
Kurven 1 und 3 fehlt dagegen ein solches disper- 
sionsfreies Gebiet unterhalb der asymptotischen 
Werte. Die von Flügge auf Grund der Korrektur- 
betrachtung errechnete Sprungwellengeschwindig- 
keit für Moment und Schräglage kann daher auch 
nicht als Näherung im Sinne der longitudinalen 
Sprungwellen aufgefaßt werden. 

L. Cremer. 503 
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Annähernde Lösung des Integrals 


n 


wg 
1 i w i de 
Im [er .eim( 5) - do. 
wı 


Obiges Integral findet, wenn m eine beliebige 
ositive ganze Zahl bedeutet und », und , be- 
iebige reelle Werte haben, Anwendung in einigen 


Gebieten der technischen Physik. 


Setzt man 
n ie 
o—-;=—a; 08w=Sina; do=— da, 
so wird 
aa 
Jn)=— 1 [eite-sine-me) da. 
n 
a 


Nun ist bekannt, daß 


n=+- 
eizsina — > Ja (2). ein« 


n=— x 


ist, wo mit J„(2) Besselfunktionen bezeichnet 
sind. Nach Multiplikation mit e” im« erhalten wir: 


n=+x 
ei(2.-sina— ma) — e-ima 3’ 7, (z2)-ein« 


nN— m 


und 
a, n=—. 
Ima=—4 ferime I mreine.de 
a n=— nm 
@g n=+- 
—— 4 [heosma I Imte)-cosna 
a n=— - 
u da 
+ sin ma Ju(2)- sinna 


n=—n 
n—=+ x» 
I 
sin ma / In (z)-cosna 


n=— x 


—i 





n= T, S 


da. 


Jn (z)-sinna 





Bei ganzen Werten von » haben wir: 
In (@)=(— D"-In(2). 


Folglich 
a2 
Ju) =— [re -cosma 
I ' 
n u 


+2cosma- Jan (2)-cos2na 
n=+l1 

n=x» 

er. 


+2sin ma 
n=+l1 


—i Z (z2)-sinma 


Jan-ı (2)-sin(2n—1)a 


PAPIEREN 
+2sinma Jan (2) - cos2na 
n=+1 
PR 
—2cosma- Jen-ı (2) 
n—=+l 


-sin(2n —1)a 





laa—Rn(e)+idn (2). 





Wir verändern jetzt die Reihenfolge der Integration 
und Addition. Die Integrale, die im rechten Teil 
dieser Gleichung stehen, werden folgendermaßen 


gelöst: 
3 
4 a 
[ eosma-da- 7 (Sin m a, — sin ma,) 


a 


=N, (m) 
ag 


cos ma-cos2na-da 





wm * 


mc a, — sin(m — 2n) a, 
m —?2n 





„sin (m + 2n) a, —— sin (m + 2n) a) 


m-+2n 





=N,(m,n) 
a2 
| sinma-sin @n — l)a-da 


a 





2 m—?2n+1 
_ sin (m +2n-1)a, sin (m+2n-1)a, } 
m+2n—1 
=N,(m,n) 
a2 
[sin ma-cos2na-da 


a 
1 je m+2n)a,— cos(m+2n)a, 
"Er m+?2n 
cos (m — 2n) a, — cos(m — 2n)a, 
m—!2n 


— 


—=N, (m, n) 





a2 
[sosma-sin @n- Dada 


a 





== 5 Bl Dans te ee 


2 m+?2n—1 


cos (m—2n +1), — cos(m—2n-+1)a, 


+ m—?2n-+1 





=N,(m,n) 


@g 


[sinma-da 


“a 


=— e (cos m a, -- cosma,)=N, (m) 


. „ [einsehen ne dnd l)a, 


1 pen +2n—Na,—cos(m+2n-I1)a, 








(1). 


(2). 


(4). 


(6). 
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Jetzt haben wir schließlich: 


Rm()=— 4 I.) N, (m) 


nm» 


_. I Jan (2)-N, (m, n) 
n=+1 


n=—m 


Jan-ı (2) N, (m,n) 


E17 
n—=+l 


Am (2) = 4 J,(2)- N (m) 


n=w 


+2, 


Jan (2)- N, (m, n) 


P Jan-ı (2) N, (m,n) 
n=+1 





und 

Im (2) = Rm(2)+iAm(2). 
Zur Berechnung der Besselfunktionen J/,„ und 
Jan-ı, die auf der rechten Seite dieser Gleichung 
vorkommen, muß man die Rekursionsformeln be- 
nutzen; z. B. 


2n 
Ant m d=T In (2). 


Die Werte von J,(2) und J, (z) muß man aus den 
Tabellen entnehmen. ” 


Im speziellen Fall, wenn 


und — 5 


erhalten wir: 


Er >. er 


dm 1 (= (m — 2n) 


2 m—?2n 


sin (m -2n +1) n 
m—2n-+1 
sin(m+2n—1)n 
= m+?2n— 1 } 





Nimm =—z| 





N, (m, n) =0 
N, (m, n)=0 
N,(m) =D. 
Folglich 
RR 


Rm (2) = J, (2) + } Jan (2) 
n=+1l 
sin (m —2n) n 

{ (m—2n)n 





+ tm) 


(m+2n)n 
+ > Jan-ı (2) 
n=+]1 
aan E* 
(m —2n+1)n 





sin mare 
(m+2n—1)n 


Also 


Au (2) =0 und Ru = Ja (2) 


wıe zu erwarten war. 


Die Reihe in den Gleichungen A konvergieren 
ziemlich schnell. Für praktische Rechnungen sind 
deshalb 3 bis 5 Glieder der Reihe hinreichend. 


München. M. Strscheletzky. 485 


Bestimmung der Koordinaten der 
Schnittpunkte einer Geraden mit einem 
Kreis. In der Vermessungskunde kommt es 
gelegentlich vor, daß die Koordinaten (z,Yy) des 
Schnittpunkts S einer im Gelände gegebenen Ge- 
raden mit einem ebenso gegebenen Kreis bestimmt 
werden sollen, so daß mit ihnen S abgesteckt 
werden kann. Die Gerade ist dabei gegeben durch 
zwei Punkte A und B mit den rechtwinkligen 
Koordinaten (z,,%a) und (2, %») in bezug auf eine 
im Gelände vorhandene Aufnahmelinie. Der Kreis 
ist entweder gegeben durch zwei Punkte P, und P, 
mit -den Koordinaten (z,,%,) und (2,%,) in bezug 
auf dieselbe Aufnahmelinie sowie den Halbmesser r 
oder durch drei Punkte P,, P, und P, mit den 
Koordinaten (z,, Yı), (23 43) und (2,, %). Für diese 
beiden Aufgaben wird im folgenden je eine Lösung 
angegeben, bei der z und 4 zum Teil zeichnerisch, 
zum Teil rechnerisch durch allmähliche Annäherung 
bestimmt werden). Der Gang der Lösungen wird 
dabei an Hand von je einem Zahlenbeispiel an- 
gegeben. 


1. Der Kreis ist gegeben durch die bei- 
den Punkte P, und P, sowie den Halb- 
messer r. 

Um die Lösung in der angedeuteten Weise durch- 
führen zu können, braucht man die Koordinaten 
(Zm; Ym) des Kreismittelpunkts M. Die Bestimmung 
VON Zm und 4m kann man ebenfalls zeichnerisch- 
rechnerisch durch allmähliche Annäherung folgender- 
maßen vornehmen: Sind z,.m und %o,m die einem 
Näherungspunkt M, (Bild 1) entsprechenden, durch 
Abmessen in einer maßstäblich ausgeführten Zeich- 
nung ermittelten Näherungswerte von 2, und Ym, 
so kann man — wenn Az. und A%m die an Zum 
und %.m anzubringenden Verbesserungen — setzen 


und Ym=Yom+t 4 Ym- 


Näherungswerten (Zo,m; Y0.m) entsprechen 
ı und rs = M, Pa 


mm r,mt Am 


Den 
die Halbmesserwerte r,,=M, 
die man erhält aus 

Tu V(zo,m — — 2) + (Y,m —Yı)? 
und 





"= V%,m — 23)? + (Yyom -- DA 
Sind — abgesehen von den Vorzeichen — 


Ar, =r— ruı und An=r— ru: 

die Abweichungen der „genäherten Halbmesser“ r,,, 
und r,,; vom gegebenen Halbmesser r, so trägt 
man Ar, und Ar, unter Benutzung eines ihnen ent- 
sprechend großen Maßstabs*in der Zeichnung von 
M, aus auf P,M, und P,M, ab. Da man an 
Stelle der M, bestimmenden Kreise mit den Halb- 
messern 7,,; und 7,» und der M bestimmenden 
Kreise mit dem Halbmesser r um P, und P, in 
der Umgebung von M, und M näherungsweise die 
Tangenten treten lassen darf, so errichtet man 
in den Endpunkten der von M, aus angetragenen 
Strecken Ar, und Ar, die Lote auf P,M, und 
P,M,; diese ergeben dann den Punkt M, dessen 


Er Daß man (x, 4%) auch mit Hilfe der Gleichungen der 
Geraden und des Kreises bestimmen kann, ist selbstver- 
ständlich. 
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Koordinatenunterschiede im Vergleich zu M, die 
Werte Azm und 4%, vorstellen. Die Richtung, 


in der man Ar, bzw. Ar, antragen muß, ergibt 
berlegung. Ist 


r., bzw. r,,, im Vergleich zu r zu 2. 


sich auf Grund einer einfachen 


h, so muß 
roß 
von P, bzw. P, . 


auf P, bzw. P, zu 
abtragen. Die Vorzeichen von Az, und AYm er- 
geben sich unmittelbar aus der Zeichnung. 

Die so ermittelten Werte von zm und 4m be- 
trachtet man selbst wieder als Näherungswerte 
und wiederholt mit ihnen nach Bedarf das Ver- 
fahren ganz oder nur teilweise. 

Für das in dem Bild 1 angegebene Zahlenbeispiel 
erhält man bei r=80,00 m die folgenden Werte: 


Sm 89,20 m 59,00 m 
fa 80,065 m 80,095 m 
ir, = 0,065 m 0,095 m 

Arzm=— 0,040m — 0,095 m 

8 89,160 m 58,905 m 
r, 80,000 m 80,000 m. 


Sind (2, %) Näherungswerte für die. Koordi- 
naten (z,%) des Schnittpunkts S der Geraden AB 
mit dem Kreis um M, und setzt man — wenn 4x 
und Ay die an z, und %, anzubringenden Ver- 
besserungen — 


man Ar, bzw. Ar, von -M, aus { 


Yo,m 
"2 
Ar, 

A Ym 

Y EI 


= 


z=nu,+4z und y=y+4y, 


so kann man Ax und Ay zum Teil durch Rechnung, 
zum Teil durch Zeichnung bestimmen. 

Den Näherungswert z, erhält man durch Abmessen 
in der maßstäblich ausgeführten Zeichnung. Den 
Wert 4, bestimmt man so, daß der (z,%) ent- 
sprechende Näherungspunkt S, (Bild 1) auf der 
Geraden AB liegt; es ist demnach 


* 2 Lo — Ta 
Y = Ya + (Y — Yu) In 
Dem Punkt S, auf AB entspricht der „genäherte 
Halbmesser“ r,, den man erhält aus 





= V(zm — 2)’ +Ym— Yo). 


Ist, abgesehen vom Vorzeichen, Ar=r—r, die 
Abweichung des genäherten Halbmessers r, vom 
gegebenen Halbmesser r, so trägt man 4r mit 
Benutzung eines entsprechend großen Maßstabs in 
der Zeichnung von S, aus auf M,S, ab. An die 
Stelle des S, bestimmenden Kreises mit dem Halb- 
messer r, und des S bestimmenden Kreises mit 
Halbmesser r darf man in der Umgebung von S$, 
und S näherungsweise die Tangenten treten lassen. 
Man errichtet deshalb im Endpunkt der von S, 
aus angetragenen Strecke Ar auf M,S, das Lot. 
Dieses ergibt dann auf AB den Punkt S, dessen 
Koordinatenunterschiede in bezug auf S$, stellen 
dann die Werte Az und Ay vor. Die Richtung, 
in der man Ar anzutragen hat, findet man an 
Hand einer einfachen Überlegung. Ist r, im Ver- 

m 8 A de et 

Te M, zu 
antragen. Die Vorzeichen von Az und 4y ersieht 
man unmittelbar aus der Zeichnung. 

Die damit gefundenen Werte von z und % be- 
trachtet man selbst wieder als Näherungswerte 
und wiederholt mit ihnen nach Bedarf das Ver- 
fahren entweder ganz oder nur teilweise. 

Für das Zahlenbeispiel von Bild 1 ergeben sich 
mit den oben bestimmten Werten für 2, und Ym 
die nachstehenden Werte: 


z=1950m % = 5,83 + 27,32 
r,—= 80,096 m 
4z=+ 0,081m 

z= 19581m 

r = 179,998 m. 


gleich zu r zu { 


19,50 _ 19372 m 


39,34 
dr 0,096 m 
4y=-+ 0,056m 


y= 19,428m 


2.Der Kreis iist gegebendurch die drei 
Punkte P,, P,und P.,. 

Auch hier muß man zuerst die Koordinaten 
(Zm; Ym) des Kreismittelpunkts M bestimmen; in 
zeichnerisch-rechnerischer Weise erhält man sie 
folgendermaßen: Sind 2,,m und %,m die einem 
Näherungspunkt M, (Bild 2) entsprechenden, einer 
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maßstäblich ausgeführten Zeichnung entnommenen 
Näherungswerte für z, und 4m, 80 ist — wenn 
Am und AYym die an 7,,m und Y%,m anzubringenden 
Verbesserungen — 


Im = E,mt4Azm und Ym=Yomt 4Ym- 


Den Näherungswerten (2. m;%Yo,m) entsprechen die 
Halbmesserwerte r,,=M,Pı;, Tu2=M,P, und 
r„.3=M,P,;,, die man erhält aus 

t 





Tu V(2,m — 2,)? + (Yo,m — Yı)? 
!g2= Va, m — 2)? + (Yo,m — Ya)? 


N3= V (Tom — 2)? + (Yom — Ya)”. 


Von M, aus erhält man M als Schnittpunkt der 
beiden Mittelsenkrechten der Strecken ?P,P, und 
P,P,. Von diesen beiden Mittelsenkrechten kann 
man je einen Punkt bestimmen als Scheitelpunkt 
der durch 70,4 + ro,» mit P, und P, als Brennpunkte 
bzw. 7,2 + 0,3 mit P, und P, als Brennpunkte be- 
stimmten Ellipsen. Ist, ohne Beachtung der Vor- 
zeichen, 





und 





Ts Ta 4 rt, und 7,2 — 7,3 = ÄArz,5, 


so trägt man mit Benutzung eines entsprechend 


112 


großen Maßstabs = von M, aus in den Geraden 


M,P, und M,P, sowie ur von M, aus in den 


Geraden M,P, und M,P, je nach verschiedenen 
Richtungen ab und zeichnet durch die Endpunkte 

Pr Bf, _ 7... Arz,s 
der Strecken ro, 3 5", fu # 5 - „rat 5” 
und r,.s # Ans die Kreise um P,, P, und P, an 
deren Stelle man näherungsweise ihre Tangenten 
treten lassen darf. Diese schneiden sich in den 
Scheitelpunkten Ä,,, und H,,, der beiden genannten 
Ellipsen. Die Parallelen durch A,,, und A,, zu 
den Loten von M, auf P,P, und P,P, ergeben den 
Punkt M, dessen Koordinationsunterschiede in be- 
zug auf M, stellen dann Az, und 44, vor. Ist 


rc ?o,2, SO muß man 


P,M, um zur verkleinern und 


P,M, um Au vergrößern, 


P,M, um Azur vergrößern und 


P,M, um In verkleinern 


p- 








in ähnlicher Weise muß man, wenn 75,» 120 Kadas 


P,M, um An verkleinern und ] 


P,M, um An vergrößern, 


P,M, um = vergrößern und 


P,M, um ze verkleinern 


Eine Probe erhält man dabei dadurch, daß man in 
ähnlicher Weise auch die Mittelsenkrechte der 
Strecke P, P, von M, aus mit Hilfe des Scheitels H,,; 
der durch r„ı + ?.,; mit den Brennpunkten P, und 
P, bestimmten Ellipse zeichnet. 

Die so sich ergebenden Werte von 7, und Ym 
betrachtet man selbst wieder als Näherungswerte 
und wiederholt mit ihnen nach Bedarf das Ver- 
fahren ganz oder nur teilweise. 

Für das in Bild 2 ve ser Zahlenbeispiel er- 
hält man die folgenden Werte: 








To, m = 72,00 m Yo,m = 50,00 m 
r9,1=60,239 m ro.2— 60,363 m r0,3= 60,576 m 
Ars 0,124m Ar, 0,213m .Ar,,s= 0,337 m 
Amu_ 0,107 m zul — 0,169 m 
Am=+ 05m JAym=— 0,37m 
z= 17225m y= 49,63m 
r,—60,432 m r,—60,431 m r,— 60,432 m. 
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Nachdem die Koordinaten (z,,%m) von M und 
der Halbmesser r des Kreises bestimmt sind, er- 
hält man die Koordinaten (z,y) des Schnittpunkts S 
der Geraden A B mit dem Kreis durch P,,P,und P, 
in derselben Weise wie oben. 


Für das Zahlenbeispiel von Bild 2 findet man 
die folgenden Werte: 


99 
= 200m %= 6,10 + 22,30 en = 16,353 m 
n= 6027” m 4Ar= 016 m 
dAz=— 0,147m 4y=— 0,070 m 
z= 21,853 m y= 16,283 m 
r = 60,431 m. 


Stuttgart. P. Werkmeister. 493 


BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr. ROBERT SAUER, o. Prof. a. d. Techn. 
Hochschule Aachen, Theoretische Einfüh- 
rung in die Gasdynamik. VII+146 S. 
m. 99 Abb. Berlin 1943, Springer-Verlag. Preis 
brosch. 12 M. 

Das Buch geht auf eine Vortragsreihe zurück, 
die der Verfasser auf Wunsch des leider so früh 
verstorbenen C. Wieselsberger für das Aachener 
Aerodynamische Institut gehalten hat. Während 
die deutschen Darstellungen der Gasdynamik bis- 
her von Maschinenbauingenieuren abgefaßt sind, 
kommt hier zum erstenmal ein angewandter Ma- 
thematiker zu Wort, der das Originalschrifttum 
entsprechend seiner Zuständigkeit in bezug auf 
die theoretisch-mathematische Behandlung des 
Stoffes unter Verzicht auf die physikalischen und 
meßtechnischen Fragestellungen durchgearbeitet, 
zusammengestellt und ergänzt hat. So findet der 
Leser nun in einheitlicher Bezeichnung und ein- 
heitlichem Gedankengang die wichtigsten Entwick- 
lungen des letzten Jahrzehnts in einem Buche ver- 
einigt, das bei den mathematischen Überlegungen 
die Klarheit, Zweckmäßigkeit und Einfachheit be- 
sitzt, die den Fachmann des mathematischen Unter- 
richtes verrät. Die Grundbegriffe im ersten Ab- 
schnitt enthalten Impuls- und Wirbelsätze, Mach- 
sche Zahl, Lavaldüsen und Potentialgleichung. 
Die linearisierte Strömung des zweiten Abschnittes 
geht von der Prandtischen Regel bei Unterschall 
über Auftrieb und Widerstand dünner Überschall- 
profile bis zu den Druckverteilungen an spindel- 
förmigen Drehkörpern. Im dritten Abschnitt wer- 
den die Überschallströmungen an Ecke und Kegel 
mit Verdichtungsstößen nichtlinearisiert behandelt, 
während im IV. Abschnitt allgemeine Randbedin- 
gungen bei Unter- und Überschallströmungen zu- 
gelassen werden. Hier findet man das Iterations- 
verfahren von Rayleigh-Janzen, die Legendresche 
und die Molenbroeksche Transformation sowie die 
zeichnerische Behandlung von ebenen und achsen- 
symmetrischen Überschallströmungen nach dem 
Charakteristikenverfahren, an deren Entwicklung 
der Verfasser beteiligt war. Trotz der straffen 
Gliederung der verschiedenen Kapitel hat der Ver- 
fasser es nicht verschmäht, gewisse Einzelheiten 
auch von verschiedenen Seiten, etwa analytisch 
und anschaulich zu beleuchten. Manche Stelle und 
manche Figur, bei der man die unveränderte Ori- 
ginalarbeit wiederzuerkennen glaubt, erweist sich 
doch bei genauerer Untersuchung als überarbeitet. 
So ist durch die liebevolle Arbeit des Verfassers 
eine Gesamtdarstellung entstanden, die man als 
Einführung in den heutigen Stand der theore- 
tischen Gasdynamik hervorragend verwenden kann. 

Dem Fortgeschrittenen dürften in den Anfangs- 
abschnitten einige Schönheitsfehler auffallen: So 
bleiben die Ausführungen über den Auftrieb von 
Profilen etwas in der Luft hängen, wenn die 
Druckverteilungen in der Ebene in Analogie zum 
Raum aus Quellen und Senken berechnet werden; 
die spezielle Einführung der Enthalpie wird deren 
überragender Bedeutung in der Gasdynamik z. B. 
im Mollier-Diagramm nicht völlig gerecht; die an- 
geführten Bedingungen für die mechanische Ähn- 
lichkeit zweier Strömungen sind nicht vollständig 


und zum Teil nicht notwendig. Die Berücksichti- 
gung aller wesentlichen neueren Entwicklungen 
und die Reichhaltigkeit der angegebenen Umfor- 
mungen machen das Buch aber auch für den Fort- 
geschrittenen zu einem handlichen Nachschlage- 
werk, das in den Abbildungen und dem mathe- 
matischen Druck die gewohnte Sorgfalt des 
Springer-Verlages besitzt. Beim Fehlen jeglicher 
Einzeldarstellungen der Gasdynamik und bei der 
starken Nachfrage kann man erwarten. daß schon 
in kurzer Zeit eine Neuauflage notwendig wird, 
daher möchte ich die Bitte aussprechen, daß alle 
Benutzer besonders in den Forschungsinstituten 
bald die von ihnen noch bemerkten Druckfehler 
mitteilen, wie sie z. B. in den Formeln 174 und 
200 bis 202 stehen geblieben sind, auch die Zahlen- 
tafel auf Seite 57 enthält trotz weitgehender Ver- 
besserungen gegenüber dem Original immer noch 
einige Ungenauigkeiten. 


Braunschweig. A. Busemann. 486 


Doz. Dr.-Ing. habil. KARL TRUTNOVSKY VDI, 
Berührungsfreie Dichtungen. VIII + 155S. 
m. 160 Bildern und 4 Zahlentafeln. Berlin 1943, 
VDI-Verlag G.m.b.H. Preis brosch. 15 M. 

Die Wirkung der berührungsfreien Dichtungen 
hängt ab von den Strömungsvorgängen, die sich 
in ihren Spalten und Kammern ausbilden. Die 
Weiterentwicklung dieser Dichtungen verlangt 
deshalb Kenntnis der Strömungsvorgänge. Auf 
der anderen Seite werden aber die berührungs- 
freien Dichtungen gerade wegen der in ihnen 
stattfindenden Strömungen weitgehend der Be- 
rechnung zugänglich — im Unterschied zu den 
Berührungsdichtungen. 

Der Verfasser hat in dem Buch das gesamte 
Schrifttum auf dem in Frage kommenden Gebiet 
gesammelt, kritisch ausgewertet, unter gemein- 
samen Gesichtspunkten zusammengestellt und 
durch eigene Arbeiten ergänzt. Trotz des geringen 
Umfangs des Buches ist die rechnerische und ver- 
suchstechnische Behandlung praktisch vollständig. 
Der Inhalt des Buches gliedert sich in einen grö- 
ßeren Teil, der sich mit Berechnung und Ver- 
suchen befaßt, und einen wesentlich kleineren 
Teil, in dem die konstruktiven und betriebstech- 
nischen Fragen behandelt werden. Die berührungs- 
freien Dichtungen werden gegliedert in Spalte, 
Labyrinthe und Labyrinthspalte. In den durch die 
Dichtungen gebildeten Kanälen und Kammern 
können laminare und turbulente Strömungen auf- 
treten, und zwar je nach der Art des durchströ- 
menden Mediums bei zusammendrückbaren und 
unzusammendrückbaren Flüssigkeiten. Die sich 
daraus ergebenden Möglichkeiten werden jeweils 
getrennt behandelt. 

Das Buch ist wertvoll sowohl für. den Studie- 
renden, der sich in das Gebiet der berührungs- 
freien Dichtungen einarbeiten will als auch für 
den Ingenieur, der in der Praxis mit diesen Dich- 
tungen zu tun hat und hier eine annähernd voll- 
ständige Zusammenfassung dessen findet, was für 
den Entwurf der Dichtungen wichtig ist. 


Augsburg. E. Sörensen. 4% 
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Berichte der er ererng der Technischen 
Hochschule Carolo Wilhelmina Br 

ausgegeben von der Abteilung für Luftfahrt. 528. 
Braunschweig 1943, Verlag E. Appelhans & Co. 

Die vorliegenden Berichte enthalten die Ar- 
beiten: 

1.W. Grundmann: Über den Einfluß meteorolo- 
ischer Faktoren auf die Fernwirkung von 
erknallvorgängen in der bodennahen Luft- 
schicht. 

2.H. Winter: Das einsitzige Langsamflugzeug 
LF1 und seine Flugleistungen. 

3.H. Koppe: Die Einführung und Anwendung 
von Kreiseln im Flugzeug. 

4.K. Bußmann: Der Windkanal des Aerodyna- 
mischen Instituts. 

Die erste Arbeit befaßt sich mit der Wirkung 
von Sprengungen auf Gebäudewände. An Hand 
von Messungen mit Hilfe von Erschütterungs- 
schreibern und Beschleunigungsmessern gewinnt 
ıman die Erkenntnis, daß Windrichtung und -stärke 
Einfluß auf die Fernwirkung von Zerknallvorgän- 
gen haben, Bewölkung jedoch nicht. 

H. Winter gibt eine Beschreibung des im Insfitut 
für Flugzeugbau. entwickelten Langsamflugzeugs 
LF1. Es handelt sich um einen kleinen Einsitzer 
von 355 kg ee Hochauftrieb wird durch 
Vorflügel und Landeklappen erzeugt. Die Ergeb- 
uisse der sehr eingehenden Flugmessungen werden 
mitgeteilt. Es ergab sich, daß für Start und Lan- 
dung ein Feld von 100 X 20m ausreicht. Die Ge- 
ringstgeschwindigkeit beträgt etwa 47 km/h. Bei 
der Beschreibung des Windkanals des Aerodyna- 
mischen Instituts in der vierten Arbeit sind Drei- 
komponentenmessungen an einem Modell des Flug- 
zeugs LFi en 

Der Aufsatz von H. Kopf. bringt einen ge- 
schichtlichen Überblick über die Einführung von 
Kreiselgeräten im Flugzeug. Die Wirkungsweise 
und Verwendung der verschiedenen Kreiselarten 
(der kräftefreie, der schwere und gefesselte 
Kreisel) werden durch eine Reihe sehr instruktiver 
Zeichnungen dargelegt. 


Göttingen. Stüper. 496 

Dr. RUDOLF FRANKE, em. o.Prof.a.d. Techn. 
Hochschule Berlin, Vom Aufbau der Ge- 
triebe, 1. B«u.: Die Entwicklungslehre der 
Getriebe. VIII+208 S. m. 733 Bildern. Berlin 
1943, VDI-Verlag G.m.b.H. Preis geb. 16,60 M. 

„Eine neue, die Getriebe aller technischen Ge- 
biete einheitlich zusammenfassende Lehre für 
Konstrukteure und Studenten“ nennt der Ver- 
fasser sein Buch. In dem vorliegenden I. Band 
des Aufbaues der Getriebe ist der Versuch unter- 
nommen worden, mit Hilfe einer Systematik alle 
Getriebe einheitlich zu betrachten und zu erfässen. 
Der Verfasser geht dabei von der Viergelenkkette 
als Ursprungsgetriebe aus und zerlegt für den 
Aufbau seiner Systematik diese Kette auf fünf 
verschiedene Arten, indem er sie entweder aus 
vier Einzelgelenken (= E,) oder aus einer Zwei- 
gelenkkette und zwei Einzelgelenken (= ZE,) oder 
aus zwei Zweigelenkketten (= Z,) oder aus einer 
Dreigelenkkette und einem Einzelgelenk (= DE) 
oder schließlich aus einer Viergelenkkette (= V) 
zusammengesetzt annimmt. Die Entwicklung der 
Mehrgelenkketten geschieht derart, daß eine oder 
mehrere Viergelenkketten an die Grundviergelenk- 
kette angefügt werden. Umgekehrt werden zur 
Bestimmung -des Zwanglaufes die Mehrgelenk- 
ketten wieder auf den einfachen‘ Fall der Vier; 
elenkkette zurückgeführt, während hier Grübler 
urch die von ihm aufgestellte Zwanglaufbedin- 
gung durch Abzählen der Glieder und Gelenke 
en Zwanglauf festgestellt. In seinen weiteren 





aunschweig, her-. 





Ausführungen befaßt sich der Verfasser u. a. mit 
„Speicher- und Widerstandsgetrieben“, mit „Zug- 
und Druckmittelgetrieben“, „schlupfläufigen“ und 
„kreisgeschlossenen“ Getrieben, ferner mit „Lei- 
tungskreisen“ und „veränderlichen Schaltgetrie- 
ben“. Schließlich widmet er noch einen besonderen 
Abschnitt einer „Ordnung der Getriebe“. Das 
wichtige Gebiet der Bewegungslehre wird hier 
bewußt außer acht gelassen, und es wird nur der 
Aufbau der Getriebe behandelt. 

Der Vollständigkeit halber sei noch angeführt, 
daß es bei den achtgliedrigen Ketten (Zehngelenk- 
ketten genannt) drei Grundformen mit 16 Ketten- 
formen ohne Wiederholung gibt und bei den zehn- 
gliedrigen Ketten (Dreizehngelenkketten genannt) 
sieben Grundformen mit über 200 Kettenformen 
ohne Wiederholung. Zum Schluß sei noch er- 
wähnt, daß die schon oben angeführte und nicht 
nur für das einfache Gelenkviereck gültige Grüb- 
lersche Zwanglaufbedingung dazu verwendet wer- 
den kann, irgendwelche getrieblichen Vorgänge 
durch eine Kettenform auszudrücken, wobei die 
in diesem Buche aus der Elektrotechnik ange- 
führten Beispiele manche Hinweise geben können. 

Das Buch enthält gegenüber der sonst üblichen 
Behandlungsweise der Getriebe eine große Zahl 
neuartiger Überlegungen und Gedankengänge, 
denen man nicht überall zustimmen kann. Immer- 
hin bringt der Verfasser eine Menge von An- 
regungen, die sich sicherlich nützlich auswirken 
werden. Die hohen Erwartungen, die der Ver- 
fasser an seine Darlegungen knüpft, werden jedoch 
kaum erfüllt werden. 


Berlin. K. A. Flocke. 49 


Dr.-Ing. GUSTAV NIEMANN, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule Braunschweig, Schneckentriebe 
mitflüssiger Reibung, Abhängigkeit 
der übertragbaren Leistung und des 
Reibwertes von Zahnform, Abmes- 
sung, Drehzahl und Schmierzähig- 
keit, mit einem Anhang mathematischer Ablei- 
tungen von Prof. Dr.-Ing. Constantin We- 
ber, Dresden. (VDI-Forschungsheft 412, Beilage 
zu „Forschung auf dem .Gebiete des Ingenieur- 
wesens“, Ausgabe B, Bd. 13, Januar/Februar 1942.) 
29 S. m. 37 Bildern und 3 Tafeln. Berlin 1942, 
VDI-Verlag G.m.b.H. Preis brosch. 5 M, für VDI- 
Mitglieder 4,50 M. 

Die für parallelachsige, wälzende und gleitende 
Zylinderpaare schlechter- Schmiegung (Außen- 
berührung oder Innenberührung mit größerer 
Durchmesserdifferenz) bekannten Beziehungen für 
Flüssigkeitsreibung und hydrodynamische Nor- 
malkraftübertragung werden auf Schneckenge- 
triebe angewandt. Unter Benutzung der von 
C. Weber-Dresden im Anhang der Arbeit abgelei- 
teten Gleichungen für die Schmiegungs-, Bewe- 
gungs- und Reibungsverhältnisse werden längs 
der Berührungslinien der Flankenpaare für Ersatz- 
zylinderpaare gleicher Lage, Schmiegung und Be- 
u die Beiträge für Zahndruck 
und Reibyngsarbeit ermittelt und unter Annahme 
idealer Eingriffsüberdeckung summiert. Die ge- 
mischt rechnerisch-zeichnerische Auswertung er- 
streckt sich auf geradflankige, Evolventen- und vor 
allem auf hohlflankige Schnecken. Diese „Grund- 
beispiele“ sind untereinander so weitgehend ver- 
gleichbar und so systematisch variiert, daß die 
gewonnenen Zusammenhänge zwischen geometri- 
schen und kinematischen Eigenschaften der Ver- 
zahnungen, Ölzähigkeit und kleinster im Gesamt- 
eingriff vorkommender Filmdicke als gegebenen 
Größen und den resultierenden Zahnkräften, Lei- 
stungen, Verlusten, Reibwerten und Wirkungsgra- 
den als abhängigen Größen grundsätzliche Bedeu- 
tung haben. 
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Der sinnreiche Aufbau der Beziehungen, insbe- 
sondere die Entwicklung der Nutzwerte Ky und 
Verlustwerte Ky als Kennzahlen, ermöglichte zu- 
sammen mit der sorgfältigen Wahl der Auswer- 
tungsbeispiele trotz der Vielzahl der unabhängi- 
gen Veränderlichen und der Kompliziertheit der 
raumgeometrischen und -kinematischen Verhält- 
nisse eine recht weitgehende und allgemeingültige 
quantitative Analyse aller Einzeleinflüsse. Die Ar- 
beit erbrachte die geometrischen Bestwerte für 
den Entwurf von Schnecken. mit hohlem Kreis- 
profil des Axialschnitts. 

zn wesentlich besserer Schmiegung über- 
trägt diese Bestform bei kleinen Steigungen das 
7,0-, bei großen das 1ö,4fache derjenigen Dreh- 
momente und Leistungen, die bei gleichen Haupt- 
maßen, gleicher Herstellungsgüte und Filmdicke 
für die Trapezschnecke en möglich 
sind. Durch günstigere Gleitverhältnisse sinkt zu- 
gleich der Betrag der Flüssigkeitsreibung auf 4% 
bis */, ab. Die Evolventenschnecke ist gegenüber 
der Trapezschnecke nur in geringem Vorteil. 

In weiteren Betrachtungen werden die Leistungs- 
grenzen gegeneinander abgewogen, die im Hin- 
blick auf die von der Bearbeitung abhängige Min- 
destfilmdicke (Schmierdruckgrenze), Biegebean- 
spruchung der Zahnwurzel (Biegegrenze) und — 
für das Gebiet der gemischten en — durch 
die Walzenpressungsgrenze für Schneckengetriebe 
gezogen sind. 

Das Hauptergebnis beruht in der Erkenntnis, 
daß geeignet entwörfene Schneckenverzahnungen, 
vor allem mit konkavem Kreisprofil des Axial- 
schnitts der Schnecke, flüssige Reibung mit allen 
Vorteilen (guter Wirkungsgrad, keine Abnutzung, 
sehr hohe Werte der meist entscheidenden Erwär- 
mungsgrenze, hohe Gewichts- und Raumleistung) er- 
möglichen. Stirnradgetriebe werden dann, besonders 
bei großen Übersetzungen, bezüglich Wirkungs- 
grad erreicht und überboten und in Baugewicht 
und Raumbedarf erheblich unterboten. Allerdings 
ist die praktische Verwertung der Erkenntnisse 
an eine sehr hochentwickelte Werkzeug-, Bearbei- 
tungs- und Prüftechnik gebunden, wenn man sich 
nicht zu sehr auf den „Einlauf“ verlassen will. Die 
Arbeit stellt nach Kutzbachs Vorwort für Schnek- 
kengetriebe eine wertvolle Parallele zu der von 
Gümbel vorgeschlagenen einseitigen Zykloidenver- 
zahnung für Stirnräder dar. Sie ist im ganzen ein 
Musterbeispiel einer zugleich groß angelegten, 
systematischen und gründlichen Forschungsarbeit 
aus dem Gebiet der Gstlupneimmente mit einer 
Fülle geschickter Gedankengänge. 

Leider standen nur sehr spärliche vergleichs- 
fähige Versuchsergebnisse an einer Trapez- 
schnecke aus der Literatur zur Verfügung. Diese 
ergeben, für das Grenzgebiet zwischen Flüssig- 
keits- und gemischter Reibung ausgewertet, eine 
kleinste hydrodynamisch wirksame Filmstärke von 
etwa 2 „. Infolge begrenzter Herstellgenauig- 
keit wird aber die volle Eingriffsüberdeckung nicht 
ideal zur Geltung kommen, so daß jeweils nur 
1 Flankenpaar mit kleinerer Filmdicke die Last 
ge überwiegend übernimmt. Eine Ausweitung 
er Versuche wäre sehr erwünscht. 

Im einzelnen mögen noch folgende Hinweise ge- 
stattet sein: 

Die berechneten Reibwerte beziehen sich nicht 
in üblicher Weise als Mittelwerte auf den mitt- 
leren, d. h. Teilkreis, sondern auf den Wälzkreis 
der Schnecke. Da dieser gerade bei den hoch- 
wertigen untersuchten Verzahnungen mit dem 
Schneckenkopfkreis zusammenfällt, enthält der 
Reibwert hier einen geometrischen Einfluß. 

Die Genauigkeit des Zusammenhangs zwischen 
den Kennzahlen Ky, Ky und den Wälzkreisradien 
?o1, Tea ist mit Rücksicht auf die außerordentlich 
mühselige Auswertung der Grundbeispiele und im 





Interesse nur linearer und quadratischer Abhän- 
en begrenzt. 

ei der Auswertung der Grundbeispiele hätte 
vielleicht die Ermittlung der ausgenutzten Längen 
der B-Linien beschrieben, in den Bildern 1* bis 8* 
die Begrenzung der P-Profile einheitlich gemäß 
dem gemeinsamen Zahnfeld für Wälzpunkt Cy 
durchgeführt und die obere Zahnfeldbegrenzung 
für die übrigen Eingriffslagen eingetragen werden 
können. 

In den Bildern 16 und 17 sind die Kurven zum 
Teil nicht, wie erforderlich, mit horizontaler An- 
fangstangente eingetragen. 

München. Peppler. 467 


Dr. phil. Dr. techn. FRITZ CHMELKA, wiss. 
Assistent a. d. Techn. Hochschule Wien, und Dipl.- 
Ing. Dr. techn. ERNST MELAN, o. Prof. a. d. 
Techn. Hochschule Wien, Einführungin die 
Statik. VII+ 132 S. m. 119 Textabb. Wien 1942, 
Springer-Verlag. Preis brosch. 6,60 M. 

Das Buch ist als Einführung in die Statik für 
die Hörer des ersten Semesters der Architektur- 
abteilung der TH. Wien bestimmt. Die Einteilung 
des Stoffes und dessen Umfang ist dem ange- 
gebenen Zwecke angepaßt: Zusammensetzung und 
Gleichgewicht von Kräften, Schwerpunkte ebener 
Flächen, die einfachsten statisch-bestimmten Trä- 
ger, ebene Fachwerke, der Gelenk- oder Gerber- 
träger, der Dreigelenkbogen. — Hervorzuheben ist 
die Einführung der Maßstabsgrößen für die Mo- 
mentenfläche, die für alle zeichnerischen Verfahren, 
u. a. auch für die Nomographie sehr nützlich ist, 
und den Maßstab der gesuchten Größen jedesmal 
klar und sicher anzugeben gestattet. Nur würde 
Ref. die Bezeichnung in der Form my = Hm; mk 
statt wie dort MM=LM-KM:H vorziehen, da 
die Verwendung von Doppelbuchstaben unzweck- 
mäßig ist. 

Karlsruhe. Th. Pöschl. 487 

Dr. H. GREINACHER, o. Prof. a. d. Universität 
Bern, ErgänzungenzurExperimental- 
physik,einführende exakte Behand- 
lung physikalischer Aufgaben, Fra- 

en und Probleme. X+181 S. m. 79 Abb. 

ien 1942, Springer-Verlag. Preis brosch. 6,60 M. 

Es wird allgemein als Mangel empfunden, daß 
die im Anschluß an die physikalische Hauptvor- 
lesung nötigen Ergänzungsvorlesungen vielfach 
zu kurz kommen und daß außerdem den Stu- 
dierenden zu wenig Gelegenheit zu eigener Mit- 
arbeit gegeben wird. Mit um so größerer Freude 
wird daher jeder akademische Lehrer das Büch- 
lein von H. Greinacher, das aus eigener Vor- 
lesungstätigkeit entstanden ist, begrüßen. Als 
wohl abgerundete Sammlung von Aufgaben aus 
allen Hauptgebieten der Physik vermag es bei 
seiner didaktisch ausgezeichneten und vielfach 
neuartigen Darstellungsweise jedem Unterrichten- 
den manigfache Anregungen zu geben. Der Haupt- 
wert dieser nur geringe mathematische Kenntnisse 
erfordernden Aufgaben liegt jedoch darin, daß 
schon dem jüngeren Studierenden Gelegenheit ge- 
geben wird, Gelerntes zu üben, schrittweise 
schwerere Aufgaben zu lösen, sein physikalisches 
Denkvermögen zu entwickeln und durch eigene 
Mitarbeit zu einem tieferen Verständnis und wirk- 
licher Freude am Gekonnten durchzudringen. 
Auch der angehende Ingenieur und angewandte 
Mathematiker wird beim Durcharbeiten dieser 
Aufgabensammlung naturwissenschaftliches, exak- 
tes Denken üben und lernen, wie man einen dem 
jeweiligen Problem angepaßten mathematischen 
Ansatz findet. Sicherlich vermag das Büchlein 
auch eine Brücke zwischen der Grundvorlesung 
über Experimentalphysik und der über Theoreti- 
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sche Physik mit ihren vielfach zu einseitig mathe- 
matisch durchgeführten Übungen zu schlagen. So 
kann diese Sammlung sowohl dem akademischen 
Lehrer, wie auch jedem Studierenden nur wärm- 
stens empfohlen werden. 

Dresden. Stuart. 480 


ARNOLD SOMMERFELD, em. o. Prof. d. Uni- 
versität München, Vorlesungen über theo- 
retische Physik, Bd. 1: Mechanik. XII 
+ 275 S. m. 58 Fig. Leipzig 1943, Akademische 
Verlagsgesellschaft Becker & Erler, Kom.-Ges. 
Preis geb. 8,70 M. 

Daß Sommerfelds Vorlesungen bei vielen 
tiefes Interesse für die theoretische Physik ge- 
weckt haben, dürfte in weiten Kreisen der Mathe- 
matiker und Physiker bekannt sein. Sie werden 
sich freuen, daß durch Herausgabe seiner Vor- 
lesungen Sommerfeld über seine Emeritierung 
hinaus auch als Lehrer weiterwirkt. Der erste 
Band baut die Mechanik auf dem Wege auf, der 
auch sonst häufig eingeschlagen wird: über die 
Dynamik des freien Massenpunktes, die Mechanik 
der Systeme (mit Bindungen) zum starren Körper 
fortschreitend, mit den allgemeinen Prinzipien 
und der Hamiltonschen Theorie schließend. 
Das Allgemeine und Grundsätzliche ist knapp ge- 
faßt. Was das Buch von anderen ähnlichen Unter- 
nehmungen unterscheidet, ist die Reichhaltigkeit 
der durchgerechneten Beispiele und der techni- 
schen Anwendungen (Massenausgleich bei Kolben- 
maschinen, sympathische Pendel, Doppelpendel, 
Schiffskreisel, Kreiselkompaß, Billard u.a.). Diesen 
Beispielen und den vielseitigen Übungsaufgaben 
wird auch der Mechanik Lehrende manche wert- 
volle Anregung entnehmen. Hoffentlich erschei- 
nen die anderen Bände bald. 

Leipzig. F. Hund. 481 


GREGOR WENTZEL, Prof. a. d. Univ. Zürich, 
Einführung in die Quantentheorie 
der Wellenfelder. IV +209 S. Wien 1943, 
Verlag Franz Deuticke. Preis brosch. 20 M. 


Zu den Quantenerscheinungen führen vom klas- 
sischen Denken her zwei Wege, einer über das 
Teilchenbild, einer über das Wellen- oder Feld- 
bild der Materie. Teilchenquantelung und Wellen- 
quantelung führen dabei im Bereiche der „ge- 
wöhnlichen“ Quantentheorie zur gleichen Theorie; 
bei relativistischen Problemen, bei den Kernkräften 
und beim Spin ist das Feldbild der Materie dem 
Teilchenbild überlegen. Die Wellenfelder und ihre 
Quantelung spielen daher in der gegenwärtigen 
theoretisch-physikalischen Forschung eine be- 
deutende Rolle, und das Bedürfnis nach einer ein- 
heitlichen zusammenfassenden Darstellung wurde 
stark empfunden. Das Wentzelsche Buch erfüllt 
dieses Bedürfnis. Es ist kein leichtes Buch, auch 
für den mit der gewöhnlichen Quantenmechanik 
und den Ansätzen ihrer Weiterbildung Ver- 
trauten. Die formalen Grundlagen (kanonisches 
Schema, Erhaltungssätze, Invarianz) werden sehr 
allgemein und umfassend dargestellt. Es folgen 
die besonderen Felder (skalares, vektorielles, elek- 
tromagnetisches Feld, Elektronenwellenfeld), nicht 
erst als klassische Felder, sondern gleich gequan- 
telt mit Anwendungen auf die Theorie der Atom- 
kerne, schließlich der Zusammenhang von Spin 
und Statistik und die Schwierigkeiten der Theorie. 
Mag die Quantentheorie der Wellenfelder wegen 
dieser Schwierigkeiten noch als unfertig ange- 
sehen werden müssen, so ist doch der Zeitpunkt, 
der Umfang und die Art der Darstellung glück- 
lich gewählt. Möge sie vielen den Zugang zu 
diesem reizvollen, aber schwierigen Gebiet etwas 
erleichtern. 

Leipzig. F. Hund. 482 


Dr. LUDWIG BERGMANN, o. Prof. für Physik 
a. d. Techn. Hochschule Breslau, Der Ultra- 
schall und seine Anwendung in Wissen- 
schaft und Technik. 3., völlig überarbeitete 
und erweiterte Auflage. XII + 445 S. m. 269 Bild, 
u. 47 Tafeln. Berlin 1942, VDI-Verlag G.m.b.H. 
Preis geb. 25 M. 


Verf. berücksichtigt in der Neuauflage seines 
bekannten Buches alle neuen Erkenntnisse und 
Beobachtungen der Ultraschallforschung. Seiner 
Forschungsrichtung entsprechend legt er dabei den 
Hauptwert auf die Darstellung der experimentel- 
len Erscheinungen und ihre Anwendungen auf die 
Technik; die theoretischen Arbeiten werden nur 
so weit herangezogen, als das für das Verständnis 
der Ultraschallphänomene erforderlich ist. 

Der Stoff gliedert sich wie folgt: Der erste Teil 
befaßt sich mit den mechanischen, thermischen, 
magnetostriktiven und piezzoelektrischen Schall- 
gebern und den mechanischen, thermischen, elek- 
trischen und optischen Methoden, zum Nachweis 
und zur Messung des Ultraschalls. 

Der zweite Teil behandelt die verschiedenarti- 
gen Anwendungen des Ultraschalls: Hier werden 
zunächst die Schallgeschwindigkeits- und Absorp- 
tionsmessungen in flüssigen, gasförmigen und 
festen Stoffen ausführlich erörtert, wobei bei letz- 
teren der Zusammenhang mit den elasto-optischen 
Konstanten herausgearbeitett wird. In einem 
Schlußkapitel geht Verf. auf die Verwendung des 
Ultraschalls als Nachrichtenmittel, als Material- 
prüfungs- und als dispergierendes und kolloid- 
chemisches Hilfsmittel näher ein; hier werden 
auch die koagulierende und orientierende Wir- 
kung des Ultraschalls und die Anwendung in der 
Metallkunde sowie die thermischen und biologi- 
schen Wirkungen beschrieben. 

Ein ausführliches, etwa 1100 Arbeiten enthalten- 
des Schrifttumsverzeichnis beschließt das schön 
ausgestattete Werk. 

Das umfassende Buch von Bergmann, der selbst 
das Gebiet des Ultraschalls durch eigene For- 
schungen in hervorragendem Maße gefördert hat, 
kann allen Ingenieuren, Physikern und Physiko- 
chemikern infolge der besonders anschaulichen 
und übersichtlicher Darstellung warm empfohlen 
werden. 

Dresden. HR. Falkenhagen. 500 

Dr.-Ing. habil. FRIEDRICH TÖLKE, o. Prof. a. 
d. Technischen Hochschule Berlin, Praktische 
Funktionenlehre, Bd. I, Elementare 
und elementaretranszendente Funk- 
tionen (Unterstufe). VII+261 S. m. 62 Abb. 
u. 31 durchgerechneten Beispielen. Berlin 1943, 
Springer-Verlag. Preis geb. 18 M. 

Verf. beabsichtigt „ein den heutigen technischen 
Bedürfnissen angepaßtes Lehr- und Nachschlage- 
buch der praktischen Funktionenlehre zu schaffen. 
Es sind zunächst 6 Bände vorgesehen.“ Von die- 
sem Werk liegt jetzt der erste Band vor. Er be- 
handelt in drei Abschnitten elementare und ele- 
mentare transzendente Funktionen (Unterstufe), 
und zwar im ersten Abschnitt die definierenden 
Differential- und Integralgleichungen, die Funda- 
mentaleigenschaften und gegenseitigen Beziehun- 
gen dieser Funktionen mit einer Anzahl von Bei- 
spielen für ihre Anwendung, die teilweise ein be- 
trächtliches Verständnis für technische Fra :estel- 
lungen und ihre Lösung voraussetzen. Der zweite 
Teil bringt dann eine Tafel unbestimmter Inte- 
grale, die durch slementare und transzendente 
Funktionen: ausdrückbar sind, und der dritte end- 
lich gibt fünfstellige Funktionstafeln der elemen- 
taren transzendenten Funktionen. 

Für die angewandte Mathematik ist ein solches 
Werk von außerordentlichem Interesse. Es soll 
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daher der ..vorliegende Band etwas eingehender als 
es hier sonst üblich ist, besprochen werden. Verf. 
will ein Lehrbuch und ein Nachschlagewerk schaf- 
fen. Es entsteht also zunächst die Frage, wie 
eignet sich das Buch als Lehrbuch? Der erste 
Abschnitt „Gaußsche Differentialgleichung und 
hypergeometrische Reihen“ kann von mathema- 
tisch weniger geübten Lesern, wie in einer An- 
merkung gesagt wird, zunächst übergangen 
werden. Rechnen wir uns dazu und beginnen mit 
dem zweiten Kapitel „Die Exponentialfunktionen“. 
Diese Funktion wird als Lösung der Volterraschen 
Integralgleichung 


u) m —jewlddt=o 
ö. 


definiert und ihre Reihendarstellung nach der 
Methode der unbestimmten Koeffizienten gewonnen. 
Vorausgesetzt wird also, daß der Leser mit solchen 
Gleichungen und mit der Reihenkonvergenz in der 
komplexen Ebene vertraut ist, denn Verf. sagt: 
„Da die Potenzreihen für jeden z-Wert konver- 
gieren, werden die Exponentialfunktionen durch (5) 
(d. h. die Reihen) für den gesamten Bereich der 
komplexen Zahlenebene definiert“. Diesem Leser 
wird aber anscheinend nicht zugetraut, daß er in 
der Gleichung und Reihe ® durch — » ersetzen 
kann, denn für —o wird hier und auch weiterhin 
Reihe und Gleichung nochmal besonders hinge- 
schrieben. Dann werden die Reihen in 
z 
ET age und jewsdz— 1 eus 
dz {9} 
für positives und negatives ® gesondert eingesetzt 
und nachgewiesen, daß sie befriedigt werden. 
Vorausgesetzt wird also, daß der Leser über 
Differentiation und Integration von Reihen orien- 
tiert ist. - Verf. sagt darüber auf Seite 1 zu der 
mit (2) bezeichneten Reihe F (a, ß,y,2): „Da (2)& 
innerhalb ihres Konvergenzbereiches gleichmäßig 
konvergent ist, können die Ableitungen von F 
nach z durch gliedweise Differentiation gebildet 
werden.“ Da es sich um eine Potenzreihe han- 
delt, führt hier die gliedweise Differentiation zwar 
zu keinem Fehler; allgemein ist der Satz aber 
falsch. Nach Anwendung auf ein Beispiel und 
auf die Lösung von Differentialgleichungen höhe- 
rer Ordnung mit konstanten Koeffizienten wird 
zo durch Reihenmultiplikation nachgewiesen, 
a 
ew?. ep 20 — eW2+ Wu? 


ist und durch wiederholte Anwendung der Multi- 
plikation auf 


(et = elz— (ei)e 


geschlossen, ohne daß weiterhin berücksichtigt 
wird, daß dieser Beweis nur für ganzzahlige A gilt. 
Ähnlich ist z. B. auf Seite 9 bei der Ableitung der 
Produkte und Potenzen von Potenzfunktionen, die 
Berufung auf die Algebra völlig unzureichend, wenn 
es sich um irrationale Exponenten handelt. Auch 
sonst finden sich vielfach didaktische Ungeschickt- 
heiten. Es soll aber diese Übersicht über den ersten 
kleinen Teilabschnitt genügen, um zu zeigen, daß 
das Buch als Lehrbuch wohl nicht geeignet ist. In 
einem Nachschlagewerk mag eine derartige Dar- 
stellung vielleicht zulässig sein. 

Von einem solchen Nachschlagewerk wird man 
unter anderem verlangen, daß es das Notwendige 
in übersichtlicher Anordnung bringt und daß es 
unbedingt zuverlässig ist. Die Übersichtlichkeit ist 
aber hier durch eine außerordentliche Menge un- 
nötiger Formeln stark beeinträchtigt. Vieles davon 
wäre besser fortgeblieben. Einem Benutzer, von 
dem ja vorausgesetzt wird, daß er mit Integralglei- 





chungen und mit der Konvergenz von Reihen 
usw. vertraut ist, kann man auch wohl zutrauen, 
daß, wenn er z. B. in den Integraltafeln Seite 69 
die Formel 


(a+bz)i-: nn 1 (+22) 
(c+d2) +1 A(bce—ad) En 

und außerdem, diese Formel füra=0,d=-1,c=1 
und d=+1 und ferner füra=1,b=+1,c=0und 
d=1 verzeichnet findet, er in diese Formeln für A 
ganze Zahlen einsetzen kann, so daß nicht noch 
einmal, wie es hier geschieht, diese Formeln für 
ı—1 bis 5 aufgeschrieben werden müssen. Dann 
wird in die speziellen Formeln z = sin {, 2 = &in £ 
usw. eingesetzt und nochmals alle für A von 1 bis 
5 aufgeführt. So wird durchgehiend in dieser Tafel 
verfahren. Weiter sollte man einem Benutzer zu- 
trauen, daß er z.B. Integrale der Form [f (sin x) 
coszdz oder [f(Sinz) Cofzdz usw. durch’ die 
Substitution 2=sinz bzw. z- Sinz in [f(z)dz 
umwandeln und in der Tafel aufsuchen kann. 
Durch die erwähnten Übertragungen kommt es, 
daß oft Zusammengehöriges nicht zusammen steht. 
So findet man auf Seite 124 die Integrale 


j 1 
n . a a En n . 
| cos" sind = ae > 
und 
i 1 
n un uam Die. 9 3 
[sin scordi=- j sin [a 


aber schon vorher auf Seite 9 diese Integrale für 
n=1; 3; 5; 7; 9, und zwar das erste durch Po- 
tenzen von sin?/, das zweite durch solche von 
cos? ausgedrückt und das gleiche für die Hy- 
perbelfunktionen auf Seite 140 und 98. Auch sonst 
ist Zusammengehöriges getrennt. So sucht man 
unter den Additionstheoremen der cos- und sin- 
Funktionen auf Seite 10 vergebens die Formel für 
sinz—+siny. Sie findet sich erst auf Seite 64 in 
dem Abschnitt: Trigonometrisch-hyperbolische Al- 
gebra. Wie aus obigem schon hervorgeht, ist in 
dem Buch eine große Raumverschwendung ge- 
trieben. So sind z. B. die Formeln für die Be- 
ziehungen der trigonometrischen Funktionen unter- 
einander an drei Stellen, Seite 17, 20 und 31 an- 
gegeben. Auf Seite 8 steht der gleiche zweizeilige 
Ausdruck dreimal hintereinander. Dazu wird ge- 
sagt, daß er nach Ausmultiplizieren eine algebra- 
ische Gleichung darstelle. (Vorher etwa nicht?) 
Meiner Ansicht nach hätte man den Umfang der 
beiden ersten Abschnitte auf die Hälfte reduzieren 
können, ohne daß Übersichtlichkeit und Brauch- 
barkeit gelitten hätten. 

Was die Zuverlässigkeit angeht, so sind mir, 
außer dem oben erwähnten, folgende Kleinigkeiten 
bei Stichproben aufgefallen. Auf Seite 10 ist die 
Gleichung e®z:i=coswz-+isinw®z als Formel von 
Moivre bezeichnet. Sie findet sich aber noch 
nicht bei Moivre, sondern erst bei Euler und 
wird daher allgemein als Eulersche Formel be- 
zeichnet. Offenbar liegt hier eine Verwechslung 
mit der Formel (cosa + isina)”=: cosona— 
isinna vor. Wenn auf Seite 11 die Lösung der 

2 
Gleichung ‘ = +o?w=0 mit 4 Integrations- 
konstanten angegeben wird, ohne daß etwas dazu 
esagt wird, so kann das leicht zu Irrtümern 
ühren. In Fig. 385 und 36 sind Kapazität und 
Widerstand anders als im Text bezeichnet. Ernster 
ist schon, daß auf Seite 2. hinter Formel (3) der 
Konvergenzbereich falsch angegeben ist. Es ist 
nicht der Einheitskreis, sondern die den mit den: 
Radien 1 um die Punkte z=0 und z = 1 beschrie- 
benen Kreisen gemeinsame Sichel. Auch der un- 
mittelbar über Gl. (3) stehende Satz, daß man 
daraus, daß die Gin. (1a) und (1 b) identisch sind, 
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au die Unahhängigkeit der Integrale (2a) und 
(2b) schließen kann, dürfte anfechtbar sein. 

Zusammenfassend möchte ich feststellen, daß 
sich das Buch als Lehrbuch nicht eignet. Der 
dritte Teil- ist eine sehr brauchbare Zusammen- 
stellung von Tafeln viel benutzter elementarer 
Funktionen und wichtiger Zahlenwerte, in dem 
man nur die Bereiche, in denen lineare Interpola- 
tion nicht erlaubt ist, genauer bezeichnet haben 
möchte. Der erste und vor allem der zweite Teil 
würden durch eine ganz wesentlich kürzende und 
zusammenfassende Bearbeitung gewinnen. Dabei 
sollte auf den Versuch, gleichzeitig ein Lehrbuch 
und ein Nachschlagewerk zu schreiben, verzichtet 
werden, und man: sollte versuchen, ein brauchbares 
Nachschlagebuch zu schaffen. 

Besonders erwähnen möchte ich noch den über- 
sichtlichen Druck und die ausgezeichnete Aus- 
stattung des Buches, die derjenigen, die der Ver- 
lag seinen Büchern im Frieden gab, kaum nach 
steht. 
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Dozent Dr. phil. habil. Dr. med. SIEGFRIED 
KOLLER, Leiter des Biostatistischen Institutes der 
Universität Berlin, Graphische Tafeln zur 
rn statistischer Zahlen. 
2., ergänzte Aufl. X +73 S. m. 6 Abb. u. 15 Taf. 
(darunter 4 Bildtafeln in Lichtdruck). Dresden u. 
Leipzig 1943, Verlag Theodor Steinkopff. Preis 
geb. 10 M. 

Es ist erfreulich, daß dieses Buch, dessen Tafeln 
es erlauben, statistisches Zahlenmaterial in ein- 
fachster Weise zu beurteilen, bereits nach drei 
Jahren in zweiter, im wesentlichen unveränderter 
Auflage in derselben guten Ausstattung erschei- 
nen kann, die die erste Auflage auszeichnete. 
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Nachrichten Bd. 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr. LUDWIG PRANDTL, Prof. a.d. Univ. Göttin- 
gen, Führer durch die Strömungslehre, 
zugleich dritte Auflage des Abrisses der Strö- 
mungslehre. XI+383 S. m. 314 Abb. Braun- 
schweig 1942, Verlag Friedr. Vieweg & Sohn. 
Preis geb. 12 M. 


Dr. KONRAD KNOPP, o. ö. Prof. a. d. Univ. Tü- 
bingen, Aufgabensammlung zur Funk- 
tionentheorie, U. Teil, Aufgaben zur 
höheren Funktionentheorie. 2. verb. 
Aufl. (Sammlung Göschen Bd. 878.) 151 S. Berlin 
YA Walter de Gruyter & Co. Preis geb. 


’ 


Abhandlungen (Internationale Vereinigung für 
Brückenbau und Hochbau). Inhalts- und Autoren- 
verzeichnisse der Bände 1—6, 1932—1941. 30 S. 
Zürich 1943, herausgegeben vom Generälsekreta- 
riat in Zürich. 


Dr. KARL GEY, Oberstudiendirektor in Leipzig, 
u. Dr. habil. HORST TEICHMANN, Dozent für 
Physik a. d. Universität Heidelberg, Einführung 
in die Lehre vom Schuß (Ballistik). 
5., verb. u. erweiterte Aufl. (Mathematisch-Physi- 
kalische Bibliothek, Reihe II, Abrisse aus dem Ge- 
biete der Mathematik und der exakten Natur- 
wissenschaften, Bd. 11.) IV + 131 S. m. 68 Fig. u 
2 Tafeln. Leipzig und Berlin 1943, Verlag B. G 
Teubner. Preis geb. 3,60 M. 


Dr. phil. Dr.-Ing. AUG. FÖPPL, Vorlesunge ı 
übertechnische Mechanik. 6. Bd; Di 
wichtigsten Lehren der höheren Dy- 
namik. 5. Aufl. XII + 456 S. m. 33 Abb. Müi. - 
chen und Berlin 1943, Verlag R. Oldenbourg. 
Preis geb. 11.80 M. 


NACHRICHTEN 


Kriegstagung 

der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 1943. 

In der Zeit vom 6. bis zum 10. September 1943 
fand in Würzburg eine Arbeitstagung der Deut- 
schen Mathematiker-Vereinigung statt, die von 
weit über hundert Mitgliedern besucht wurde. In 
der Eröffnungssitzung sprach nach den Begrü- 
Bungsreden Prof. Perron-München über die Be- 
gründung der hyperbolischen Trigonometrie. 

In drei geschlossenen Sitzungen, zu denen nur 
ein bestimmter Kreis von Teilnehmern zugelassen 
war, wurden wehrwichtige Probleme besprochen. 
Zweck dieser Sitzungen, in denen vor allem Fra- 

en der angewandten Mathematik: und Mechanik 
Behandelt wurden, war der Austausch der For- 
schungsergebnisse zwischen den einzelnen Betei- 
ligten und die Gewinnung neuer Mitarbeiter da- 
durch, daß man möglichst viele Herren mit den in 
Frage kommenden Problemen bekannt machte. 

Die öffentlichen Sitzungen waren vor allem 
Fragen der Analysis, der Algebra und Zahlen- 
theorie und der Geometrie gewidmet. Von den 
Themen der hier gehaltenen Vorträge dürften den 
Leser dieser Zeitschrift etwa die folgenden inter- 
essieren: 

Wittich: Über die konforme Abbildung kreis- 
ähnlicher Gebiete, 
Lammel: Über das Verfahren von Teodorsen zur 

Berechnung der Abbildungsfunktion einfach zu- 

sammenhängender Bereiche, 


Sinogowitz: Zweidimensionale 
gen, 

Proksch: Beiträge zur Theorie der Flüssigkeits- 
bewegung mit besonderer Berücksichtigung des 
tragenden Flügels, 

Neuber: Die Grundgleichungen der elastischen 
Stabilität in allgemeinen Koordinaten und ihre 
Integration. (Erscheint in Heft 6 dieser Zeit- 
schrift.) 

Hornich: Darstellung willkürlicher Verteilungs- 
funktionen, 

Vi&toris: Über den Begriff der gleichmöglichen 
Fälle. 

Wie immer bei solchen Tagungen, lag das 
Hauptgewicht in der Aussprache im kleineren 
Kreise. 

Der schöne Verlauf dieser Tagung ist vor allem 
ihrer sorgfältigen Vorbereitung durch den ört- 
lichen Vorsitzenden, Prof. Volk, zu danken. Er 
hatte auch in vorbildlicher Weise dafür gesorgt, 
daß nach anstrengenden Sitzungen die Erholung 
nicht zu kurz kam. Die Tagung wird allen Teil- 
nehmern noch lange in guter Erinnerung bleiben. 
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Kugelpackun- 


Persönliches. 
Der Dozent Dr. E. Mohr wurde zum a. o. Prof. 
für Mathematik an der Deutschen Karls-Univer- 
sität in Prag ernannt. 
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